Trzeba podlezé, gdzie sie nie da przelezé,

czyli o numerycznym opisie ruchéw

Wstep

Istnieje w fizyce wiele zagadnien, ktére — choé

w zasadzie proste pojeciowo — prowadzg do znacznych
trudnosci przy ich opisie matematycznym. Na przyktad:
aby oméwic ilosciowo ruch kulki na sprezynie, czyli
oscylatora harmonicznego, wystarczy znajomosé funkeji
sinus. Ale do opisu wahadla matematycznego, czyli
ciezarka zawieszonego na nitce, trzeba znaé catki
eliptyczne. Podobnie — przy dyfrakcji na szczelinie
zaleznos¢ natezenia $wiatta od kata odchylenia wyraza
si¢ przez funkcje elementarne — czyli po prostu przez
sin®z/x2. Ale aby opisaé analitycznie dyfrakcje swiatla
na otworze kotowym, trzeba znaé¢ funkcje Bessela. I tak
dalej.

W bardzo wielu takich przypadkach mozna jednak
podaé numeryczny opis zagadnien, stosujac proste
algorytmy i ogélnie dostepne programy. Zastosujemy
teraz ten sposéb do rozwiazywania newtonowskich
rownan ruchu.

Numeryczne obliczanie przyspieszenia,
spos6b nienaukowy

Przypusémy na poczatek, ze zalezno$é polozenia ciala
w jednowymiarowym uktadzie wspétrzednych = od
czasu t opisana jest funkcja x(t). Interesowaé nas
beda trzy polozenia w wybranych chwilach, réwno
oddalonych od siebie o At (rys. 1):
— polozenie w chwili ¢,_; = (n — 1)At, czyli

In—1= m(tn—l)v
— polozenie z,, w chwili t,, = nAt,
— potozenie x,11 w chwili t,,+1 = (n + 1)At.
Chcemy obliczy¢ przyspieszenie ciala w chwili t,,, czyli
wielkoéé ay,.
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Rys. 1. Obliczanie przyspieszenia ciata w chwili t,,.

Najpierw jednak musimy obliczyé predkoéci. Srednia
predkoé¢ w przedziale czasu pomiedzy t, 1 at, jest
bliska predkoéci chwilowej w $rodku przedziatu, czyli
w czasie ¢, 1 = (n — 1)At (watpiacym przypominamy
twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej). Napiszemy
wiec
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Podobnie $rednia predkos¢ w przedziale czasu pomiedzy
tn a tp41 jest bliska predkosci chwilowej w czasie
tney = (n+ 3)At:

Tpt1 — T
@ ey~ g
Za pomoca wzoréw (1) i (2) mozemy obliczyé
interesujace nas przyspieszenie:

= Tntl1—Tn _ Tn—Tpn—1
3 _ Vg Ve g At At =
@ = = At -
= Tn+1 +Tn-1— an
At?

Podsumujmy: jezeli znamy polozenia ciala w trzech
kolejnych réwno odlegltych chwilach, za pomoca
wzoru (3) mozemy w przyblizeniu obliczyé
przyspieszenie ciala w chwili sSrodkowej.

Numeryczne obliczanie przyspieszenia,
spos6b.naukowy

Przedstawiony powyzej prymitywny sposdb
wprowadzenia wyrazenia na przyspieszenie mozemy
oczywiscie unaukowi¢. Przyspieszenie jest drugg
pochodng potozenia wzgledem czasu z”(t). Napiszmy
rozklad funkcji z(¢) na szereg Taylora w okolicy
chwili ¢,,:

(4) zpp1=z(t, + AL =

2(t),  @(t)
T

= 2(tn) + (At)? +

= z(tn) + 2 (tn) At + %x”(tn)(A:c)z + %az”’(tn)(At)3 e

Podobnie

(5)  zp_1=z(ty) — At =
z'(tn) 2" (tn)

2!

= 2(tn) — o (t2) At + %x"(tn)(Am)Z - %x"’(tn)(At)3 o

9 x/ll (tn)

3 (At +... =

(At)

Po zsumowaniu tych wyrazen dostaniemy (czlony
z nieparzystymi potegami At sie redukuja)

(6) Tnt1 + Tn-1 = 2z(t,) + 2" (t,) (Ax)2.
Stad natychmiast wynika wzér (3).

II zasada dynamiki i algorytm obliczen
numerycznych

W ramach mechaniki klasycznej przyspieszenie
ciala a jest proporcjonalne do dzialajacej sity F, co
zapisujemy w postaci

(7 F = ma,

gdzie m jest masg ciata. Dla chwili ¢,, napiszemy wiec
(8) F, = ma,,

czyli

(9) F, =ma, = m 2t uak = 2I”.

At?



Po prostych przeksztalceniach dostaniemy

A
(10) Tnil+Tn_1 — 22, = — Fp,

m
a stad

Af?
(11) Tn+1 = 22, _:En—l‘{'?Fw

Wzoér ten moze stanowi¢ podstawe numerycznego
obliczania zaleznosci polozenia od czasu dla dowolnego
jednowymiarowego ruchu. Jezeli znamy polozenia

w chwilach ¢, i t,, oraz wartos¢ sity F,, w chwili ¢,
mozemy obliczy¢ polozenie ciala w chwili ¢,,11. Mozemy
wiec prowadzié¢ obliczenia krok po kroku, dla kolejnych
wartosci n. Wzér (11) ma prosta interpretacje, ktéra
zauwazymy, przeksztalcajac go do postaci
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Rys. 2. Graficzna interpretacja wzoru (12).

Gdyby sila F),, byla rowna zeru, przyrost wartosci

x pomiedzy czasem t, a t,1 bylby taki sam, jak
pomiedzy czasami ¢,,_; i t,,. Wykres bylby linia prosta,
mieliby$my do czynienia z ruchem jednostajnym.
Istnienie ostatniego czlonu we wzorze (12) zakrzywia
wykres zaleznosci z(¢): ku gorze, jezeli F,, jest dodatnie,
ku dotowi, jezeli F), jest ujemne.

Warunki poczatkowe

Aby rozpoczaé rachunek krok po kroku w oparciu

o wzor (11), musimy w zasadzie znaé xo i 2.
Zwykle jednak wygodniej wybraé inng pare wielkosci
poczatkowych:

1. potozenie w chwili zero, czyli g,
2. predkos¢ w chwili zero, czyli vg.

Aby obliczyé¢ x1, méwimy: w krétkim przedziale czasu
At dzialajaca sita malo si¢ zmienia. Ruch mozemy wiec
potraktowac jako jednostajnie przyspieszony ze stalym
przyspieszeniem ag = Fy/m. Wynika stad wyrazenie

na ry

FoAt?
(13) 1 = Xo + ’U()At + 0 -
2m

Sita zalezna od polozenia

W dalszym ciggu ograniczymy sie do przypadku, kiedy
sila zalezy tylko od polozenia z, czyli F,, = F(x,).
Wtedy algorytm obliczeniowy ma postaé:

AR
(14) Tpt1 = 2Tp — Tp_1 + WF(;I:”),
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z dodatkowym wzorem (13) na z;. Zastosujemy go
do dwoch przypadkéw:

1. oscylatora harmonicznego — aby sprawdzié, jak
algorytm dziala;
2. prostego oscylatora anharmonicznego.

Obliczenia przeprowadzone zostaly za pomocg ogdlnie
dostepnego programu Ezcel (powszechnie potepianej
firmy Microsoft).

Oscylator harmoniczny

Jak wiadomo, dla oscylatora harmonicznego sita jest —

z przeciwnym znakiem — proporcjonalna do wychylenia:
(15) F(z) = —kz,

Dla warunku poczatkowego vg = 0 zaleznoéé¢ potozenia

od czasu opisana jest funkcja

(16) z(t) = Acos(wt).
Czestosé kolowa w dana jest wzorem
k
1 =14/ —
(17) Y m

i nie zalezy od amplitudy drgan. W szczegélnosci dla
k=1lim=1takze w=1,aT =21/w = 2.

Program Harmoniczny stuzy do numerycznego
obliczania zaleznosci potozenia od czasu dla oscylatora
harmonicznego. Mozna dowolnie wybraé¢ mase
oscylatora m, stala sprezystosci k, krok prowadzonych
obliczenn At, potozenie poczatkowe g 1 predkosé
poczatkowa vy. Aby mozna bylo poréwnac¢ dwa
zestawy parametréw, w programie obok siebie zostaty
umieszczone dwie identyczne kolumny obliczeniowe.
Wyniki obu serii obliczen zostaly umieszczone

na wspélnym wykresie. Mozna stwierdzi¢, ze rachunki
numeryczne odtwarzaja z rozsadng dokladnoscia
wszystkie wlasnoéci oscylatora harmonicznego (rys. 3).
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Rys. 3. Obliczona numerycznie zalezno$é¢ polozenia od czasu dla
oscylatora harmonicznego. Dwa zestawy parametréw:

a. k=1, m=1,z90=1ivg=0;

b.k=4, m=1,z90=11iv9 =0.

Oscylator anharmoniczny

Jako przyktad drugi rozwazymy oscylator
anharmoniczny, dla ktérego sita zalezy od wychylenia
jak

(18) F(z) = —Lz®.



Odpowiada to zaleznosci energii potencjalnej od
polozenia:

(19) Ep(z) = iLz‘l.

Program Anharmoniczny dziata identycznie
jak oméwiony powyzej program dla oscylatora
harmonicznego. Na rysunku 4 widzimy, ze:

1. Funkcja, opisujaca zalezno$é z(t) jest funkcja
okresowy, ale jej ksztalt wyraznie odbiega od sinusoidy.

2. Okres — przy ustalonych parametrach L i m — nie

jest staly, ale zalezy od amplitudy drgas. Zmieniajac
warto$¢ xo mozna zauwazy¢, ze okres jest odwrotnie
proporcjonalny do amplitudy.
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Rys. 4. Obliczona numerycznie zaleznosé polozenia od czasu dla
oscylatora anharmonicznego 1. Dwa zestawy parametréw:
a.L=1,7'77/:1,.’1}0:1i’l)():o7
b.L=1m=1,20=21ivy=0.
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Rozwigzanie zadania F 659.

Sktadowa pionowa sity Lorentza dziatajacej na elektron w antenie

jest stala wzdluz anteny i wynosi F = eBvcos a, a wiec réznica
potencjaléw miedzy konicami anteny to U = Buvdcosa = 2 mV.

Ta réznica potencjaléw, przy braku innego potgczenia miedzy
biegunami anteny, kompensowana jest statycznym rozktadem tadunku
wzdluz anteny. Nie ma wigc przeplywu pradu elektrycznego w antenie,
a zatem brak dodatkowych sil dziatajacych na antene.

@

Rozwigzanie zadania M 1120.
Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednig geometryczng a $rednia
arytmetyczng, otrzymujemy

1 b | 1 b—ec b —
a-3/1+b~c<a~ + +(3+ L):a+ab3(1c'

Analogicznie mamy

be—b
b»\3/1+c—a<b+ = g

= b
c- \3/1+a—b<c+ca3(' :

Dodajac stronami uzyskane nieréwnosci, uzyskujemy teze.

oraz
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Wplyw zmiany innych parametréw na zaleznosé (t)
Czytelnik moze przedledzié samodzielnie.

Zadania domowe

Przyktady ruchéw mozna dowolnie mnozy¢. Proponuje,
aby Czytelnik samodzielnie rozwazyt dwa przyklady:

L. Drgania czasteczki dwuatomowej, dla ktérej energie
potencjalng oddzialywania miedzy atomami mozna
przyblizy¢ tak zwanym ,potencjalem 6-12”:

1 1 2
FE =——= - =)
(20) p(z) 12 (x12 x6>’
z ktérego wynika wyrazenie na sile:
1

z7’

(21) Flg) = = -

Warto rozwazyé dwa przypadki warunkéw
poczatkowych:
vo=0 i 1/\675<m0<1
oraz
0<zo<1/V2Z (1/¥2=0,8391).
2. Wahadlo matematyczne. W tym przypadku
w naszym algorytmie x bedzie oznaczaé kat wychylenia,
a wielkos¢ F' — moment sily. Dla wahadta przyjmiemy

(22) F(z) = —sin(z).
Warto rozwazyé dwa przypadki warunkéw
poczatkowych: zo =01 vy < 2 oraz zg =01 vy > 2.
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Programy

Programy obliczeniowe dla wszystkich omawianych
przykladéw znajduja si¢ na stronie internetowej Delty.

k=

Rozwigzanie zadania M 1122.
Odp.: n = 4. Dla n = 4 zadane pokolorowanie pokazano na rys. 1.
Wykazemy, ze takie pokolorowanie nie jest mozliwe, jesli n.= 5.

Rys. 1 Rys. 2
Przypusémy, ze udato sie pokolorowaé pola szachownicy 5 x 5
w zadany sposéb. Gérny wiersz szachownicy 5 x 5 zawiera co najmniej
trzy pola tego samego koloru, powiedzmy czarnego. Przestawiajac
kolumny mozemy doprowadzié¢ do sytuacji, w ktérej pierwsze trzy
pola pierwszego rzedu sg czarne (rys. 2). Wéwczas kazdy z pozostalych
czterech wierszy zawiera w pierwszych trzech kolumnach co najmniej
dwa pola biale. Poniewaz sposréd trzech kolumn mozna wybraé dwie
na dokladnie trzy sposoby, wigc érodki pewnych czterech p6l biatych
(lezacych w czesci z kolorowa obwédka, rys. 2) tworza prostokat
o bokach réwnolegltych do krawedzi szachownicy. Uzyskali$émy
sprzeczno$é.



