Prawo matych liczb

Jedli rzucamy n razy moneta, na ktérej orzel wypada
z prawdopodobienstwem p, to szansa uzyskania
doktadnie k ortéw jest réwna

PE = (Z)pk(l —p)" 7k k=0,1,2,...n.

Innymi stowy, liczba ortéw jest zmienna losowa S,
P(S, =k)=pk, k=0,1,2,...,n. Powiemy, ze S, ma
rozklad Bernoulliego z parametrami n, p.

Jesli n i k sa duze, obliczenie py moze by¢ klopotliwe.
Okazuje sie jednak, ze gdy iloczyn np jest nieduzy,
istnieje proste przyblizenie. Niech np = A\. Wtedy

)\k

pkzﬂk:Ee”\, k=0,1,2,...

Nietrudno stwierdzié, ze

o0
Zﬂ'k =1,
k=0

Zatem (nieujemne) liczby mj, definiuja pewien rozklad
prawdopodobienstwa, zwany rozktadem Poissona
z parametrem \. Bedziemy go oznaczaé¢ Pois(\).

Czesto mozna przeczytaé, ze przyblizenie pi ~ 7 opiera
sie na nastepujacym twierdzeniu granicznym:

Twierdzenie Poissona. Jesli n — oo, p, — 0,
np, — A, to dla ustalonego k € {0,1,2,...}
k

(3)rk = pat = e
Jedli n jest duze, to mamy do czynienia z dalekim
wyrazem ciggu, ktérego granica jest mj, wiec pewnie
uwierzymy, ze wyraz ten jest bliski 7. W takim
razie dlaczego napisaliSmy wczesniej, ze np ma by¢
yhieduze”? Wszystko to wyglada raczej na metodologie
empiryczna, tym bardziej ze twierdzenie Poissona nie
zawiera zadnych informacji o szybkosci zbieznosci. Moze
daloby sie uzyskaé jakie$ informacje, analizujac jego
dowdd?

Zachecamy Czytelnika do samodzielnego
przeprowadzenia dowodu (nie jest taki trudny)
i sprawdzenia, czy da sie elegancko oszacowad |py — |-

Twierdzenie Poissona — w sformutowaniu innym niz
przytoczone — pojawilo sie w pracy [2] z roku 1837,
poswieconej tzw. prawdopodobienstwu sadowemu.
Natomiast w pracy Bortkiewicza [1] z roku 1898 pt.
,Prawo matych liczb” mozna znalezé cztery przyktady
pokazujace, ze rozktad Poissona pojawia sie, gdy mamy
do czynienia ze zdarzeniami rzadkimi. U Bortkiewicza sa
to samobdjstwa wérdd dzieci w Prusach (60 wypadkéw
w latach 1869-1893), samobdjstwa wsrdd kobiet

w oémiu krajach niemieckich (po kilkadziesiat
wypadkow w latach 1881-1894), $miertelne wypadki
przy pracy wsrdd czlonkow jedenastu zwiazkdéw
zawodowych (61 wypadkéw w latach 1886-1894),

i wreszcie zgony na skutek kopniecia przez konia

w czternastu korpusach armii pruskiej (196 wypadkdéw
w latach 1875-1894).
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Ponizej zamieszczamy oryginalna tabele z pracy
Bortkiewicza. Dane te sa dos¢ czesto cytowane

w okrojonej postaci, mianowicie z wylaczeniem korpusu
gwardii (G) oraz korpuséw I, VI i XI, mialy one bowiem
nietypowy sktad.

24 Zweites Kapitel. § 12.
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Liczba wypadkéw w danym korpusie w ciggu roku
powinna mie¢ rozklad Poissona. Oto argument: szansa
na wypadek w kréotkim przedziale czasu (np. jednej
godziny) jest nieduza liczba p. Rok ma n = 8760 godzin,
mozna uwierzy¢, ze np. wypadek o 6:30 rano 3 kwietnia
nie wplynie na szanse wypadku miedzy 7:00 a 8:00 dnia
31 pazdziernika. Niezalezno$¢ prowadzi do schematu
Bernoulliego, a rozktad Bernoulliego przyblizamy
rozktadem Poissona.

Dane z tabeli pozwalaja na obliczenie $redniej liczby

wypadkéw w korpusie w ciagu roku: jest to % =0,7.
Ale warto$¢ srednia zmiennej losowej o rozkladzie
Pois()\) jest réwna A, skad naturalny pomysl, zeby

zbadaé zgodnosé danych z rozktadem Pois(0,7).

Doktadniej, rozktad Poissona przewiduje, ze
prawdopodobienstwo roku bez wypadku jest réwne

7o = e > = 0,49658...,
zatem w n = 280 eksperymentach mozna si¢ spodziewac
srednio nmy = 139,04 takich przypadkdéw, a otrzymano
144. W kolejnej tabeli porownujemy teoretyczna
prognoze liczby korpuséw, gdzie mialo miejsce 0,1,2, ...
wypadkéw (nmy,) z danymi empirycznymi (ny).

k T nE | n-mg
0 |0,4966 | 144 | 139,04
1 ]0,3476 | 91 | 97,33
2 10,1217 | 32 | 34,07
3 10,0284 | 11 7,95
4 10,0050 1,39
> 50,0007 0,20

Zgodno$¢ jest na pierwszy rzut oka niezla, tym bardziej
ze dopasowanie rozktadu Poissona metoda sredniej nie
musi by¢ przeciez najlepsze. Wybér metody i ocena
jakosci dopasowania to juz domena statystyki.

Pokazemy teraz, jak uzyskaé oszacowanie
bledu w przyblizeniu Poissona. Udowodnimy



Twierdzenie. Niech X1, Xo, ..., X, bedqg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie:
PX;=1)=p=1—-P(X;=0),

i=1,2,...,n. Niech A =np, 7, = %e‘A dla

k=0,1,2,..., 8, =X1+Xo+...+ X,,.
Wtedy dla kazdego zbioru B C {0,1,2,...} mamy

)\2
P(S, €B) — Tl < —.
P(s, € 5) S,
Mamy tu oszacowanie dotyczace nie tylko pojedynczych
réznic py — 7k, ale prawdopodobienstw wszystkich
mozliwych zdarzen!

Wynika stad oczywiscie twierdzenie Poissona (wystarczy
wziaé B = {k}), a nawet wiecej: zbieznos$¢ zachodzi,

gdy np, — oo, ale np2 — 0. Jak widaé, uzasadniona
jest zdroworozsadkowa regula méwiaca, kiedy
przyblizenie jest dobre: n ma by¢ duze, p — male,

np — nieduze. Teraz jednak konkretne oszacowanie
pozwala na podjecie decyzji, czy przyblizenie uznajemy
za wystarczajaco dobre.

Warto zwréci¢ uwage na dwa chwyty, ktorych

uzyjemy w dowodzie. Po pierwsze, liczba sukceséw S,
w schemacie Bernoulliego jest suma n niezaleznych

(i bardzo prostych) zmiennych losowych X;, ktére licza
sukcesy w pojedynczych do$wiadczeniach. W dowodzie
poréwnamy je ze zmiennymi losowymi X, ktére sa
niezalezne i maja rozklad Pois(p).

Po drugie, zeby zobaczy¢, jak dalece X; i X[

réznia sie, wymodelujemy je na zbiorze zdarzen
elementarnych Q = [0, 1]™, czyli kostce n-wymiarowe;j.
Prawdopodobienstwo P jest n-wymiarowym
odpowiednikiem objetosci (szczerze méwiac, miara
Lebesgue’a); przypadek n = 2 da sie narysowac.
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Zmienne losowe X1, X2, X", XJ (Q to [0,1] x [0, 1]).

To rzadki przyktad, kiedy faktycznie zbior €2 nie jest
jedynie uciazliwym, cho¢ niezbednym, elementem teorii.

By¢ moze Czytelnik domyéla sie, ze potrzebujemy
jeszcze jednego faktu:

Lemat. Suma niezaleinych zmiennych losowych
o rozkladzie Pois(a) i Pois(b) ma rozklad Pois(a + b).

Dowéd lematu. Niech k£ € {0,1,2,...} iniech X iV
beda zmiennymi losowymi, o ktérych mowa w lemacie.
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Mamy X
PX+Y =k =) PX=jY=k—j)=
=0
k k ; ;
a’ bk—i
=N PX=j)PY =k—j)= —e* — el =
2, PX =D S S
k ; i k
alph—i 1 A
-3 ~(atr) _ L (“”’)Z( ) ipk—i _
(§] (§ a
ik — 3)! | 1
= k=) k! =\
_ (a+b)ke—(a+b)
k! '

Dowéd twierdzenia. Okreslimy formalnie zmienne
losowe X}:

Xk(w) = Xk(wl, N

) = 0 dlawg <1—p,
W)= dla wy, > 1 —p.

Sa one niezalezne. Dalej, niech
-p
Xi(w) = {O dla w, < e™P,

k  dla wy € [ak—1,ax),
gdzie a, = anzo Tm. Wtedy X} sa niezalezne i na
mocy lematu S;; = X7 + ...+ X ma rozklad Poissona
z parametrem np.

W takim razie

}P(Sn €B)-> m

keB

<

< |P(S, € B) = P(S € B)| < P(S, # S3),
co wynika z elementarnej nieréwnosci:
|[P(A) — P(C)| < P(AAC),
(gdzie A\ oznacza réznice symetryczna zbioréw) i stad,
ze zdarzenie {S,, € B}A{S} € B}, polegajace na tym, ze
jesli Sy, € B, to S} ¢ B i odwrotnie, w oczywisty sposob
pociaga za soba, ze Sy, # S;:. Teraz

P(S, # 8;) < P( (X # X;;}) <) O P(Xk # X5).
k=1 k=1

Zmienne losowe X}, i X r6znig si¢ na dwoch zbiorach:
{w: wp €[l —p,e )} (tu X =0, X; =1) oraz
{w: wi € e +pe P 1]} (tu X =11 X} > 1), ktérych
laczna miara nie przekracza p?. Istotnie, poniewaz
e P >1-—p, wiec
e’ —(1-p)+1l—eP—pe?=p1-eP)<p’
. 2
Ostatecznie P(S,, # S;) < np? = 2.

Wréémy teraz do wypadkéw w armii pruskiej. Dzielimy
rok na n = 8760 godzin i przyjmujemy, ze szansa
wypadku w korpusie w ciagu godziny jest rowna

p = 0,000079908, tak by A = np = 0,7. Wyglada

na to, ze szansa dwéch lub wigkszej liczby wypadkéw
w ciagu godziny jest zaniedbywalnie mata. Zatem
liczba wypadkéw ma z dobrym przyblizeniem rozktad
Bernoulliego z parametrami n, p, a ten przybliza sie¢
rozkladem Pois(\) z dokladnoscia ’\72 = 0,000055936.
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