Maia delld

O kulkach w pudetkach

Zacznijmy od nastepujacego zadania:

Na ile sposobow mozna rozmiescié 14 identycznych przedmiotow
(np. kulek) w 3 pudelkach tak, by w Zadnym z pudelek nie znalazlo sie
wiecej iz T przedmiotow?

Jego rozwigzanie nie powinno nam przysporzy¢ wiekszych trudnosci.
Mozemy po prostu wypisaé¢ wszystkie sposoby. Oto niektore z nich:
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Pozostate mozliwosci sa permutacjami powyzszych. Latwo policzyé, ze
wszystkich jest 36.

Ta metoda moze okazaé si¢ nieco mniej przyjemna, gdy zechcemy
zastosowac ja do analogicznego zadania, ale z wigksza liczba
przedmiotéw i pudetek. Warto zatem zastanowié sie nad innym
rozwiazaniem.

Na poczatek policzmy wszystkie sposoby rozmieszczenia 14 przedmiotow
w trzech pudetkach. Jezeli w pierwszym pudetku znajdzie sie¢ m
przedmiotéw, wéwcezas drugie pudetko mozemy wypetnié¢ na 15 —m
sposobéw. Liczba przedmiotéw w trzecim pudetku bedzie wyznaczona
jednoznacznie przez ich liczbe w pierwszym oraz drugim. Wszystkich

sposobow jest zatem

14

> (15 = m) = 120.

m=0
Nastepnie zauwazmy, ze wiecej niz 7 przedmiotéw moze znajdowadé
si¢ w doktadnie jednym pudetku. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze
w pierwszym. Musi si¢ w nim znalez¢ co najmniej 8 przedmiotdw,
wystarczy wiec policzy¢ sposoby rozdzielenia pozostatych 6 do 3 pudetek.
Liczac tak, jak poprzednio, otrzymamy

6
(7T—m)=28.

m=0



Teraz juz widaé, ze sposobow spelniajacych wszystkie nasze warunki jest
120 — 3 x 28 = 36.

Mozemy teraz zastanowi¢ sie nad problemem bardziej ogélnym:

Na ile sposobéw mozemy rozmiescié n jednakowych przedmiotow
w k pudetkach?

Najpierw rozpatrzmy przypadek n = 6 oraz k = 4. Niech przedmioty beda
reprezentowane zerami; wypiszmy je jedno za drugim — tak, jakby$my
ktadli po kolei te przedmioty. Teraz miedzy wypisane zera wstawmy trzy
jedynki; pokaza one, w ktéorym miejscu zmieniamy pudetko, a wigc stuza
do rozdzielenia przedmiotéw do czterech pudetek. Moze sie zdarzy¢, ze
dwie jedynki stoja koto siebie — to znaczy, ze ktéres pudetko bedzie puste.
Nietrudno zauwazy¢, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy ciagami ztozonymi z szedciu zer i trzech jedynek a sposobami
rozmieszczenia tych szeéciu zer w czterech pudetkach. Mianowicie,
dany ciag odpowiada umieszczeniu wszystkich zer wystepujacych przed
pierwsza jedynka w pierwszym pudetku, w drugim pudetku zer, ktére
leza miedzy pierwsza a druga jedynka, w trzecim pudetku zer, ktoére leza
miedzy druga a trzecia jedynka, i zer wystepujacych po ostatniej jedynce
w pudetku czwartym. Na przyktad
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Wystarczy teraz tylko policzy¢, ile jest ciagéw majacych doktadnie sze$é
zer i trzy jedynki. Aby wyznaczy¢ taki ciag, wystarczy wskazaé¢ miejsca,
na ktorych stoja jedynki. Na przyktad w ponizszym ciagu jedynka
wystepuje na miejscu pierwszym, trzecim i szostym.
101001000

Takich ciaggdéw bedzie zatem tyle, ile jest sposobéw na wybranie 3 miejsc
(w ktorych postawimy jedynki) sposréd 9 dostepnych, czyli (g)
W przypadku ogélnym rozpatrujemy ciagi ztozone z n zer i k — 1

k—1
wzajemnie jednoznaczna miedzy tymi ciggami a rozmieszczeniami n zer

w k pudetkach.

jedynek; bedzie ich ("+k—1) i, tak jak poprzednio, istnieje odpowiednio$é

Ta metoda okazuje si¢ mie¢ zastosowanie nie tylko do zadan o kulkach
w pudetkach; jest ona daleko bogatsza i nieraz bardzo przydatna.
Rozwazmy na przyktad problem taki:

lle jest rozwigzan rownania
T1+Totaz+...+xrr=n

w liczbach catkowitych nieujemnych?

Sprobujmy podadé interpretacje rozwiazan powyzszego réwnania. Szukamy
tak naprawde sposobow rozdzielenia zbioru n-elementowego na k czedci.
Dlatego mozna powiedzieé, ze rozwigzania te sg algebraicznym opisem
sposobéw rozmieszczenia n przedmiotéow w k pudetkach.

Na tym jednak nie konicza si¢ zastosowania tej zasady. Wiele jest
probleméw, przede wszystkim kombinatorycznych, ktére mozna rozwiazaé
przez zliczenie rozmieszczen n przedmiotéw w k pudelkach. Jako
¢wiczenie polecam zadanie:

lle jest liczb miedzy 0 a 999, ktérych suma cyfr jest rowna 209
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