Rozwigzanie zadania F 658.
Zakladamy, ze cialo porusza si¢ ruchem
jednostajnym i prostoliniowym. Odlegtos$é
ciala od Ziemi zmienia si¢ zgodnie

ze wzorem

Il =D — vtcosf,
a wigc swiatto wystane w kierunku Ziemi
w chwili ¢ dotrze do ziemi w chwili
ti =t+1/c=t— (vt/c)cosB+ D/c.
Odlegtosé na sferze niebieskiej z kolei

zmienia si¢ wedlug wzoru s ~ v sin St.
Laczac oba wzory, dostajemy zaleznosé

. vty sin 3 vD/csin 3
- (cosB)v/c T 1 (cos B)v/c’
Wobec tego pozorna predkos$é ruchu ciata
po niebie to

) sin 3

T (eospyv/c’
Warunek v, > ¢ mozna przeksztalci¢ do
najprostszej postaci jako

v(sin B + cos 3) > c.

Vg =

Pole elektryczne jest duzo bardziej tlumione przez mala przewodnosé

czaszki i skéry niz pole magnetyczne. Takze nieregularnosci tych tkanek
powoduja znieksztalcenia w rozktadzie potencjatéw na powierzchni gtowy

w stosunku do ich rozktadu bezposrednio na korze. Pole magnetyczne pochodzi
z kolei gltéwnie od pradow plynacych we w miare jednorodnych obszarach
wewnatrzczaszkowych. Ze wzgledu na staba elektryczna przewodno$é czaszki
nieregularne prady w czaszce i skérze sa stabe i maja bardzo maly wkiad

do zewnetrznego pola magnetycznego. Dlatego tez MEG ma lepsza rozdzielczo$é
przestrzenng niz EEG, dochodzaca nawet do kilku milimetrow. Pomiary

MEG moga by¢ wykonane duzo szybciej, poniewaz nie jest potrzebny kontakt
elektrod ze skoéra. Z drugiej strony, ze wzgledu na to, ze nie ma bezposredniego
kontaktu czujnikow ze skéra, a takze z uwagi na rozmiar aparatury pacjent
musi by¢ nieruchomy podczas pomiaru. Natomiast przy pomiarach EEG jest
mozliwy ruch pacjenta, co przeklada sie na wiekszy wachlarz zastosowan
eksperymentalnych.

Najciekawsze wydaje si¢ jednoczesne stosowanie pomiaréw MEG i EEG.

Na przyktad w badaniach czynnosci mézgu podczas snu wystepuja wyrazne
roznice pomiedzy obydwoma zapisami. W MEG pojawiaja sie gtownie rytmy
teta nieobecne w EEG. Potaczenie MEG i EEG umozliwia takze lokalizacje
ognisk padaczki na poziomie zblizonym do zapiséw wykonywanych bezposrednio
z kory moézgowe;j.
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Odpowiedzi i punktacja zadan MiniMaratonu Matematycznego

Runda I
Zad. 1. 222242. [0 lub 1 pkt.]

Dazymy do jak najwiekszej liczby poczatkowych dwdjek,

np. tak:

499244 — 249244 — 224244 — 224924 — 222424 —

— 222492 — 222242,

Mniejszych liczb, tzn. 222222, 222224 i 222229 nie da si¢
uzyskaé. Pierwszej sie nie da, bo kazda zmiana wprowadza

Zad. 4. 20. [0 lub 1 pkt.]
Niech x bedzie wyjéciows cena, a w ceng obecng
(i wskaznikiem spadku ceny w %). Mamy

100 —w
YT 100
skad dochodzimy do réwnosci
w— 100z 100
100 + = % +1°

z czego wynika, ze x dzieli 100. Niech zatem n - z = 100.

czworke lub dziewiatke. Ostatniej sie nie da, bo dziewiatka
nigdy nie powstaje na koncu. Aby uzyskaé¢ druga, trzeba by
albo nie zmienia¢ ostatniej cyfry z uktadu poczatkowego,

co jest niemozliwe, bo wszystkie pozostale cyfry musiatyby
byé dwdjkami, co jak juz stwierdziliémy, nie jest mozliwe,
albo koncowa czwoérka musiataby powstaé z uktadu .. .49,

ale dziewigtki na koncu nie da si¢ uzyskaé. Zatem otrzymany
wynik jest najmniejszy.

Zad. 2. Piotr 14, Pawel 16. [0 lub 1 pkt.]

Niech x oznacza obecny wiek Piotra, a y — Pawta.
Poniewaz za 5 lat suma ich lat zwigkszy si¢ o 10,

mamy: = + y + 10 = 40, czyli x + y = 30. Poniewaz

18 =30 — 12 =z + y — 12, szes¢ lat temu bracia mieli

w sumie 18 lat. Z zadania mamy wiec z — 6 = y/2 oraz

r 4+ y = 30, czyli otrzymujemy uktad réwnan o rozwigzaniu:
z =14, y = 16.

Zad. 3. 1980. [0 lub 1 pkt.]

Palindroméw 3- i 4-cyfrowych jest po 90 (9-10-1
i9-10-1-1), 5- i 6-cyfrowych po 900 (9-10-10-1-1
i9-10-10-1-1-1), co daje 90 4+ 90 + 900 + 900 = 1980.
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Wtedy podstawiajac x do pierwszej réwnosci, otrzymamy
(n+1)-w =100, z czego wynika, ze zaréwno n, jak i n + 1
dzielg 100. Jedyne kolejne dzielniki 100 to 1 i 2 oraz 4 i 5.
Tylko ta druga para pasuje do treéci zadania, wiec x = 25,
a w = 20.

Zad. 5. 4624, 6084, 8464. [0, 1, 2 lub 3 pkt.]

Czterocyfrowe kwadraty powstaja z liczb od 32 do 99.
Reszta z dzielenia kwadratu przez 4 daje 0 lub 1, ale w tym
drugim przypadku kwadrat bylby nieparzysty i wszystkie
jego cyfry musiatyby by¢ nieparzyste. Jedyne mozliwe
dwucyfrowe koncéwki, ktére spetniatyby te warunki, to: 13,
17, 33, 37, 53, 57, 73, 77, ale kwadraty liczb nieparzystych
nie koncza si¢ na 3 ani na 7. Wobec tego szukana liczba

i wszystkie jej cyfry sa parzyste. Wystarczy wiec badaé
kwadraty liczb parzystych, ktére wypadaja w przedziatach
[2000, 3000), [4000, 5000), [6000, 7000) i [8000, 9000).

Dla pierwszego przedzialu wystarczy sprawdzi¢ 46, 48, 52

i 54. Jednak zaden z ich kwadratéw nie spelnia warunkéw
zadania. W pozostalych przedziatach znajdujemy po jednym
rozwigzaniu: 68%, 782, 922,



Zad. 6. 17 minut. [0 lub 1 pkt.]

Aby zminimalizowaé czas, najwolniejsi powinni i§¢ razem

i nie moga i8¢ jako pierwsza para. Niech numerem turysty
bedzie czas jego przejécia przez most. Kolejne przejscia moga
byé np. takie: ida 1 i 2, wraca 1, ida 5 i 10, wraca 2, idg 1

i 2. Czas catkowity to 2+ 1+10+2+42 =1T7.

Runda IT

Zad. 1. B, C, D, A, E. [0 lub 1 pkt.]

A musi leze¢ pomiedzy D i E. Teraz wystarczy zrobié¢
rysunek.

Zad. 2. 119 zniczy. [za 119 — 2 pkt., za 118 — 1 pkt.]

Z odpadéw powstanie 100 zniczy, ale przy ich produkcji
nadal powstana odpadki. 100 : 6 = 16, reszty 4, a 20 : 6 = 3,
reszty 2, co oznacza, ze tacznie nowych zniczy powstato

100 4 16 + 3 = 119 i zostaly jeszcze odpady z 2 zniczy.
Zad. 3. 11. [za 11 — 3 pkt., za 10 lub 12 — 2 pkt., za 9 lub 13
— 1 pkt., za inne 0 pkt.]

Zad. 4. 6 dziewczat. [0 lub 1 pkt.]

156 : 8 = 19,51 156 : 10 = 15,6, co oznacza, ze liczba
uczestnikéw konkursu jest wigksza niz 15 i mniejsza od 20.
Musi by¢ tez podzielna przez 3, wigc moze to by¢ tylko 18.
Dziewczeta stanowia 1/3 tej liczby.

Zad. 5. 810. [0 lub 1 pkt.]

Iloraz liczby trzycyfrowej przez 45 moze by¢ najwyzej
dwucyfrowy, wiec cyfra jednosci napisanej liczby musi by¢
0. Mamy wicc ab0 : 45 = ba, czyli 100a + 10b = 450b + 45a,
co daje 55a = 440b, czyli a = 8b, a poniewaz a i b sa cyframi
wiecb=11ia=38.

Zad. 6. Alicja-Hubert, Edward-Czestawa. [0, 1 lub 2 pkt.]
Dane z zadania wystarczy wpisaé¢ do tabeli, w ktérej

gbérna potowa pola koduje malzenstwo, a dolna — taniec.
Poczatkowy stan tabeli jest taki, jak na rysunku. Dalej
wypelnia si¢ ja niemal mechanicznie, analizujac warunki
zadania (1 wpisujac jak najwigcej minuséw).

A|B|C|D

__|___

T Q|™|H

Runda III
Zad. 1. Wnuka. [0 lub 1 pkt.]

Zad. 2. 17. [0 lub 1 pkt.]
Wprowadzajac oczywiste oznaczenia, otrzymamy uktad
réwnan:

3(nd + nc) = gd + gc

2(gc +nd) = gd + nc
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Poniewaz gd = gc + nc, mamy stad:
{ 3nd + 2nc = 2gc
gc+ 2nd = 2nc

nd/2 = nc/7
nd = gc/5

skad widaé, ze nd musi by¢ liczbg parzysta, wiec gc dzieli

si¢ przez 10. gc = 0 dawaloby klase bez uczniéw, gc = 10

daje: nd = 2, nc =7, gd = 17, czyli klase 36-osobows, a dla

wigkszych wartosci gc klasa bytaby zbyt liczna. Chlopcéw

jest wiec 17.

Zad. 3. 13, 28. [0, 1 lub 2 pkt.]
Najprosciej (chyba?) wypisaé liczby od 1 do 40 i skreslajac
»w koétko” co trzecig nieskreslona, pozostawi¢ dwie.
Zad. 4. (8, 5, 3), (7, 6, 3), (7, 5, 4), (6, 6, 4). [Po 1 pkt. za
kazda odpowiedz. Za kazda niepoprawna —1 pkt, do zera.]
Ciag (P, J, Q) jest nierosnacy, przy czym J > G, P nie
przekracza 8, P 4 J nie przekracza 13, a P+ J + G = 16.
Wystarczy wiec wypisaé kolejne mozliwosci, zaczynajac od
P =8, i zmniejszaé liczby.
Zad. 5. 1881. [0 lub 1 pkt.]
Pierwsza (i ostatnia) cyfra wyniku moze by¢ tylko 1 lub 2.
Musi by¢ on réwniez podzielny przez 9 (jest sumg iloczynéw
wszystkich liczb jednocyfrowych przez 1, 10 lub 100).
W gre wchodza wiec liczby 1881 i 2772. Kazda z liczb
Janka jest na pewno mniejsza od 1000, co najmniej dwie
z nich — od 900, a co najmniej jedna od 800 (,zuzywane”
kolejno najwieksze cyfry setek), wiec suma nie przekracza
1000 + 900 + 800 = 2700. Zostaje zatem tylko liczba 1881.
Zad. 6. 39. [0 lub 1 pkt.]
Jedli x jest poczatkows liczba kobiet, to

51,25  z+1 51,35

100 S 2z +1 100 ’
stad otrzymujemy

1
185—4 < x<19,5,
ale x jest catkowite, wigc wynosi 19.

Runda IV

Zad. 1. Bartek 0,80 zt, Czestaw 2,00 zt. [0 lub 1 pkt.]
Warto$é catego positku to 2,80 - 3 = 8,40. Cena 1 cebularza
to 8,40 : 7 = 1,20. Kazdy chtopiec zjadl 7: 3 = 2% cebularza.
Bartek powinien dostaé (3 — 2%) - 1,20 = 0,80 zl, a Czestaw
reszte.

Zad. 2. 11713. [0 lub 1 pkt.]

Dwucyfrows koncéwka liczby jest 13, czyli poczatek powinien
mie¢ sume cyfr 9. Tworzy on zatem liczbe podzielng przez

9. Musi tez dzielié¢ sie przez 13. Najmniejsza liczba o tych
wlasnoéciach to 9- 13 = 117.

Zad. 3. 61, 65, 68, 75, 100. [Po 1 pkt. za kazda odpowiedz.]
Mamy:

aob760:%+60, czyli ab:%+120,

a poniewaz ¢ musi by¢ liczba naturalng, niech wigc a =k - b.
Wobec tego mamy

120

k-b* =k+120, czyli b2:1+T.

Zatem k jest dzielnikiem 120. Dzielniki 120, ktére
powiekszone o 1 sg kwadratami to 3, 8, 15, 24 i 120, co
daje k € {40, 15,8,5,1}. Dla kazdego z tych przypadkéw
otrzymujemy mozliwy wynik Piotrka (réwny k + 60).
Zad. 4. Zaczyna 40, koniczy 13. [0, 1 lub 2 pkt.]



Zad. 5. 1002. [0 lub 1 pkt.]
Musi to by¢ wielokat wklesty, jak na rysunku.

Zad. 6. 12. [0 lub 1 pkt.]

Sciany ostrostupéw zawierajace te sama krawedz szescianu
leza w jednej plaszczyznie. Powstaje dwunastoscian
rombowy.

Runda V

Zad. 1. Genowefe — Cezary, Barnabe — Eulalia. [0, 1 lub 2
pkt.]

Stany zakochania zakodujmy ciagami: CX1D, AX>Y1 H,
BX3Y>G (kazdy kocha osobe wystepujaca w ciagu
bezposrednio po nim, X; to jakies dziewczyny (niekoniecznie
rézne), a Y; to jacy$ chlopcy (niekoniecznie rézni).

Stad i z warunkéw zadania widaé, ze X1 to H albo G.

W pierwszym przypadku dawaloby to zaleznosci AX2CH D

i BX3Y2G, wiec Y2 to A, co dawatoby ciag X4 BX3sAGCHD,
gdzie X3 i X4 to E i F, co wobec warunkéw zadania nie

jest mozliwe. Mamy zatem X; = G i zaleznosci: AX2Y1H,
BX3CGD, skad teraz Y1 = B, czyli AXo BHCGDX4, a dalej
z tresci zadania X2 to nie F, wiec E.

Zad. 2. 121, 484, 676. [0, 1, 2 lub 3 pkt.]

Kwadraty moga konczy¢ sie na 1, 4, 5, 6, 9, w gre

wchodzg wigc liczby postaci 101, 404, 505, 606, 909.

Z zakonczonych na 5 wystarczy sprawdzi¢ 525 i 575 (musza
dzieli¢ sie przez 25). Zakoniczone na 4 i 6 musza dzielié¢ sie
przez 4 (kwadraty parzyste musza by¢ tez podzielne przez
4). Wystarczy wiec sprawdzié¢ 404, 424, 444, 464, 484 oraz
616, 636, 656, 686. Podobnie zakonczone na 1 i 9 musza daé
reszte 1 z dzielenia przez 4 — czyli sprawdzamy 121, 141, 161,
181 oraz 909, 929, 949, 969, 989. W sprawdzeniach mozna
wykorzysta¢ wlasnosé, ze kwadraty przy dzieleniu przez 3
daja reszte 0 lub 1.

Zad. 3. BBABAAB. [Bezblednie — 2 pkt., jedna pomylka —
1 pkt, wiecej pomytek — 0 pkt.]

Litera stojaca na miejscu 2k — 1 jest inna od litery
nastepnej, a taka sama jak litera z miejsca k. Zatem litera
nr 2001 jest taka jak z miejsca 1001, a ta z kolei taka jak
litery z miejsc 501 i 251 oraz 126. Ta jest inna niz litera nr
125, a ta taka sama jak litery 65, 33, 17, 9, 5, 3, 2. Druga
litera to B. Zatem B stoi tez na miejscach 3, 5, 9, 17, 33,

65, 125, a na miejscach 126, 251, 501, 1001 i 2001 stoi A.
Zatem litera nr 2002 to B. Litera nr 2003 jest taka jak litera
na pozycji 1002, czyli B. Na miejscu 2004 stoi wiec A. Litera
nr 2005 jest taka jak litera nr 1003, a ta taka jak litera nr
502, ktora jest B. Dalej na miejscu 2006 mamy A i kolejne
dwie litery to po analogicznej analizie A i B.

Zad. 4. 799, 800, 801. [0 lub 1 pkt.]

Oznaczmy kolejne cyfry najmniejszej z tych liczb przez a,
b, c. Gdyby kolejnymi liczbami bylty ab(c+ 1) i ab(c + 2),
sumami ich cyfr bylyby trzy kolejne liczby naturalne
spomiedzy 1 a 27. Jak tatwo sprawdzié¢, wérdd takich liczb
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po wielokrotnosciach piatki nigdy nie wystepuja kolejno
wielokrotnosé 4 i wielokrotno$é 3. Druga albo trzecia

z szukanych liczb musi si¢ wiec konczy¢ zerem. Mamy wiec
dla nich nastepujace mozliwosci:

ab+1)0iad+1)1 (c=9,b<9);

ab9ia(b+1)0 (c=8,b<9);

(a+1)00i(a+1)01 (c=9,b=09, a<9);

a99i (a+1)00 (c=8,b=19,a<9).

Uwzgledniajac teraz w kazdym z tych przypadkéw warunki
zadania, otrzymujemy rozwiazanie: c=b=9,a =7.

Zad. 5. Nieskoniczenie wiele. [0 lub 1 pkt.]

Dobre jest kazde cigcie wzdluz prostej przechodzacej przez
srodek prostokata. Powstale figury sa wzajemnymi obrazami
w symetrii $rodkowej wzgledem srodka prostokata.

Zad. 6. Zero. [0 lub 1 pkt.]
Kon nie zostawil sladéw, bo idzie przed ptugiem i $lady
zostaly zaorane.

Runda VI
Zad. 1. 3323122113. [0 lub 1 pkt.]

Zad. 2. 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55. [0 lub 1 pkt.]
Najmniejsza suma siedmiu liczb nieparzystych to 49, zatem
najmniejszy mozliwy szeécian to 5%. Tu jednak szukany
rozkltad nie istnieje. Ale rozklad 73 da sie juz tatwo znalezé.

Zad. 3. 45° lub 90°. [0, 1 lub 2 pkt.]
Rozwazamy kolejno przypadki, gdy kazda z trdjsiecznych
zawiera wysoko$é. Wtedy 1/3 lub 2/3 szukanego kata to 30°.

Zad. 4. 12. [0 lub 1 pkt.]

Wybér 9 wierzchotkéw wyznacza jednoznacznie 3 odrzucone
wierzchotki. Te punkty ,rozbijaja”’ dziewiecioelementowy
zbiér wybranych wierzchotkéw na trzy podzbiory

(niektére moga byé puste, gdy niewybrane punkty sa
sasiednimi wierzchotkami dwunastokata). Zatem réznych
dziewieciokatéw jest tyle, ile réznych rozktadéw liczby

9 na sume trzech liczb naturalnych (nie uwzgledniamy
rozktadéw réznigcych sie kolejnoscia sktadnikéw, bo daja
wielokaty przystajace). Mamy 12 rozkladéw: 9 =9+ 0+ 0 =
=84140=74+24+0=7+1+1=6+34+0=6+2+1=
=54440=54+3+1=5+2+2=44+4+1=4+3+2=
= 3+ 3 + 3, wiec istnieje 12 nieprzystajacych
dziewieciokatéw.

Zad. 5. 81. [0 lub 1 pkt.]

Cztery ustalone cyfry mozemy wybra¢ dowolnie, a piata
jest wowezas jednoznacznie wyznaczona (doktadnie jedna
z danych do dyspozycji cyfr da sume cyfr podzielng przez
trzy). Szukanych liczb jest wiec tyle, ile 4-elementowych
ciggédw o wyrazach réwnych 1, 2 lub 3, czyli 3.

Zad. 6. 405, 2025, 6075, 10125, 30375, 50625, 70875.

[Po 1 pkt. za kazda odpowiedZ. Za kazda niepoprawna

—1 pkt, do zera.]

1/81 szukanej liczby to taka liczba naturalna x, ze w zapisie
liczby 9z wystepuja wszystkie cyfry liczby z. Przez skreslenie
ostatniej cyfry liczby naturalnej otrzymuje sie najwyzej

jej 1/10, wiec ostatnia cyfra liczby z jest zarazem ostatnia
cyfra 9x. Ostatnig cyfrg x musi by¢ wiec 5. Jedli x = 5,

to 9z = 45 i 81z = 405, i rzeczywiscie 405 jest jednym

z rozwigzan. Poréwnujemy teraz zapisy liczb z i 9z oraz

w razie potrzeby réwniez 81z dla x = 15,25,35,...,95

i widaé, ze rozwigzaniami sg réwniez 2025, 6075, oraz ze
ewentualnych dalszych rozwigzan nalezy szukaé wérdd liczb
koniczacych sie na 05, 25, 75.



