Jak mnozy¢ przeguby? Pawel GOLDSTEIN*

P

0

Rys. 1. Przegub jest w punkcie O
zamocowany na stale do podtoza.

(0,0)

Rys. 4. Dodawacz (dwa skrzyzowane
pantografy ze stalg 2).

Rys. 5. Przesuwacz.

Rys. 6. Bardzo krzywy ,cyrkiel”.
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Przegubem (lub — precyzyjniej — plaskim mechanizmem przegubowym)
nazywamy mechanizm zlozony z pewnej liczby sztywnych pretéw, potaczonych
w taki sposéb, by mogly sie obraca¢ wokél punktu potaczenia. Przegub jest

w pewnych punktach na stalte zamocowany do podloza; rowniez wokél tych
punktéw przegub moze sie obracaé (rys. 1).

Jednym z najstarszych i najpowszechniej znanych przegubow jest pantograf

(rys. 2). 0 R
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Rys. 2. (a) Pantograf o skali s = 2; (b) pantograf o skali s = —1.

Zauwazmy, ze gdy punktem P wodzimy po pewnej krzywej, punkt @) zakresla
obraz tej krzywej wzgledem jednokladnosci o srodku w O i skali s. Rysunek (b)
ukazuje pantograf realizujacy jednokladnosé o ujemnej skali. Mozemy tez
skonstruowaé pantograf zlozony tylko z 4 pretéw (rys. 3).

Nazwa pantograf po grecku oznacza ,rysujacy wszystko”. I rzeczywiscie —
pantograf jest ,,pra—kserografem”. W renesansie, a zapewne i wczesniej, uzywano
go do kopiowania dokumentéw, a takze obrazéw. Wiadomo, ze korzystal z niego
Leonardo da Vinci.

Nieco pézniej, w XVIII wieku, zaczeto stosowaé go do odwzorowywania
obiektow przestrzennych; uzywano go, miedzy innymi, do kopiowania rzezb,

a takze czcionek drukarskich. Gdy bytem dzieckiem, plastikowe pantografy byty
popularna zabawka — w punkcie P umieszczony byl rysik, w punkcie @ mozna
bylo zamocowacé kredke. Niestety, robiono je z malo sztywnego, wyginajacego sie
plastiku i do rysowania niezbyt sie nadawaly.

Zauwazmy, ze jezeli utozsamimy plaszczyzne ze zbiorem liczb zespolonych,
przypisujac punktom S, P i ) odpowiednio liczby zg, zp i 2g, otrzymamy
zaleznosé: zg = zg + s(zp — zg). W szczegdélnosci majac do dyspozycji dwa
pantografy: do rysowania w skali 2 i w skali 1/2, mozemy skonstruowaé przyrzad
do dodawania liczb zespolonych (a wiec i wektoréw). W rzeczywisto$ci mozemy
uzy¢ dwéch przegubdéw o skali 2, zamieniajac w jednym z nich role punktow P

iQ (rys. 4).

Oczywidcie, zg = zs + 2 (2p — 25) = (25 + zp). Mozemy teraz ,pomnozy¢”
punkt @ przez 2 — przeksztalcié¢ go przez jednokladno$é o skali 2 za pomoca
drugiego pantografu, zamocowanego w punkcie (0, 0).

Troche tatwiej dodaje sie do liczby zespolonej z liczbe ¢ o znanym, ustalonym
module. Odpowiada to przesunieciu punktu P o wektor o danej dlugosci. Mozna
to zrobi¢ za pomoca ,przesuwacza”’ z rysunku 5.

Oczywiscie, zg = zp + c.

Inna, bardzo wazna grupa przegubow sa tzw. inwersory. Stuza one badz do
zamiany ruchu po okregu na ruch po prostej, badz odwrotnie — z ruchu po
prostej na ruch po okregu. Aby zrozumie¢ wage pierwszego zastosowania,
zastanowmy sie, jak zazwyczaj rysujemy linie proste. Podstawowym,

szkolnym narzedziem jest tu linijka; milczaco zakladamy, ze jej brzeg jest
dostatecznie prosty. Zauwazmy, ze kreélenie okregu nie jest obarczone tego
typu niedokladnos$cia: gdy zamocujemy koniec nawet bardzo krzywego preta
w pewnym punkcie, jego drugi koniec (i kazdy inny punkt preta) bedzie zataczal
okrag. Gdybysmy mieli wiec przegub zamieniajacy ten ruch po okregu na ruch
po prostej, zyskaliby$my precyzyjniejsze narzedzie do kreslenia prostych niz
linijka.

4



’ B

Rys. 7. Prostow6d Watta. Punkty A

i B s zamocowane na stale, punkt C
porusza si¢ w przyblizeniu po prostej
(kreskami zaznaczono krzywa, po ktérej
w rzeczywistodci porusza si¢ C).

Rys. 8. Inwersor Peaucelliera—Lipkina.
|OS| =|OR|, |[PS| = |PR| =[SQ| = |QR],
|OT| = |PT|. Gdy punkt P porusza si¢ po
okregu o §rodku w T', punkt @ porusza
si¢ po prostej prostopadtej do odcinka OT
(dlaczego?).

Rys. 9. Uproszczony inwersor
Peaucelliera. Jak poprzednio,
|OS| = |OR|, czworokat PSQR
jest rombem. Jesli X jest srodkiem PQ,
to
0P| - [0Q| =
= (|0X| - [PX])(|0X| + |PX]) =
=|0X|?> — |PX|? =
= (IOR|* - |[RX|?) — |PX|* =
=|OR|® — (|[RX|* + |PX|?) =1” — a?,
a wigc iloczyn ten nie zalezy od
potlozenia ruchomych punktéw przegubu,
lecz jedynie od dlugosci jego pretow.

Historia drugiego zastosowania inwersorow — zamiany ruchu posuwistego
(ruchu po odcinku) na ruch kotowy — zwiazana jest nierozerwalnie z silnikiem
parowym. Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegdly techniczne, wazne jest, ze

ruch tloka (w przéd i w tyl) nalezy w nim zamienié¢ na ruch obrotowy kota
zamachowego. James Watt, twérca ulepszonego silnika parowego, skonstruowat
w 1784 roku prosty przegub (rys. 7) rozwiazujacy to zagadnienie w spos6b
przyblizony (uwazal go za jedno ze swoich najwiekszych odkry¢). Konstrukcja
ta, zwana prostowodem Watta, stosowana jest dzi§ powszechnie w bardzo
réznych mechanizmach.

Przez nastepne 100 lat konstruowano inne przyblizone inwersory — zajmowali
sie tym m.in. Evans i Czebyszew. Powszechnie wierzono, ze dokladne (nie
przyblizone) rozwiazanie zagadnienia nie istnieje. Poprawne rozwiazanie,
przedstawione w 1864 roku przez C.N. Peaucelliera, oficera armii francuskiej,
przeszto niezauwazone; dopiero gdy 9 lat pdzniej L.1. Lipkin, ktéry niezaleznie
skonstruowal ten sam przegub, przedstawil go na Wystawie Swiatowej

w Wiedniu, wynalazek éw zostal powszechnie doceniony (rys. 8).

Wiele réznych modeli inwersoréw przedstawil w Delcie 1/2004 Marek Kordos
w artykule Jak narysowac linie prostq? Wyklad pod tym tytutem Alfred
Bray Kempe wyglosit w 1876 roku w South Kensington Museum w Londynie.
Kempe (1849-1922) byl bardzo szanowanym prawnikiem londynskim,
specjalizujacym sie w prawie kanonicznym. Matematyke traktowat jako
hobby, byt jednak do jej uprawiania dokonale przygotowany — ukonczyt
studia matematyczne, byl uczniem wybitnego angielskiego algebraika

Artura Cayleya. Artykul, w ktérym zawart tekst wspomnianego, bardzo
interesujacego wykladu, mozna znalez¢ na stronach Uniwersytetu Cornell
(http://historical.library.cornell.edu/cgi-bin/cul.math/
docviewer?did=Kemp009&seq=5).

Przyjrzyjmy sie staranniej (nieznacznie zmodyfikowanemu) inwersorowi
Peaucelliera (rys. 9).

Jezeli w tym inwersorze dobierzemy [ i a tak, by I? — a? = 1, zauwazymy,

ze |zp||lzg|l =1, a ze zp i zg leza na tej samej prostej przechodzacej przez
poczatek ukladu wspélrzednych, mamy zg = Azp dla pewnej (dodatniej) liczby
rzeczywistej \. Z tych dwéch réwnoéci dostajemy natychmiast, ze A = 1/|zp|?,
a wiec 2 = Azp = zp/(|2p|?) = 2p/(2pZp) = 1/Zp (przez Zp oznaczylem
sprzezenie zespolone liczby zp: x + iy = x — iy).

Takie przeksztalcenie plaszczyzny zespolonej nazywamy inwersja ($cislej —
inwersja wzgledem okregu jednostkowego), stad tez pochodzi nazwa naszych
przegubdw.

Zauwazmy, ze wszystkie przedstawione w artykule przeguby mialy jedno lub dwa
(,dodawacz”) ,wejscia” (najczesciej oznaczane przez P, ew. liczbe zespolona zp)
oraz ,wyjscie” (@ lub zg), przy czym przegub dokonywal pewnych przeksztalcen
na ,danych wejsciowych”, wynik podajac na ,wyjsciu”. Przy takim podejéciu
latwo zrozumieé, ze przeguby mozna ze soba ,sklada¢” — wystarczy polaczy¢
,wyjscie” jednego z nich z ,wejsciem” drugiego. Odpowiada to ztozeniu
przeksztalcen, jakie realizuja te dwa przeguby.

Na razie potrafimy skonstruowac przeguby realizujace przeksztalcenia:

z +— z + ¢ (przesuwacz), z — az (pantograf),
(z,w) — z +w (dodawacz) oraz z — 1/Z (inwersor).

Sktadajac na przyktad dodawacz z inwersorem, mozemy teraz zbudowaé przegub
realizujacy przeksztalcenie (z,w) — w + 1/Z, a skladajac je w przeciwnej
kolejnosci (z,w) — 1/(z+w) = 1/(Z + w@). Oczywiscie, w dodawaczu

mozemy zamieni¢ ,wyjscie” z jednym z ,wej$¢” — dostaniemy w ten sposob
yodejmowacz”, czyli przegub realizujacy przeksztalcenie (z,w) — z — w.

Do kompletu dzialan za pomoca przegubéw brak nam mnozenia i dzielenia
dwodch liczb zespolonych.
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Rys. 10. Dodawacz jako odejmowacz.

Przy konstrukeji przegubu mnozacego kluczowym spostrzezeniem jest to,

ze wystarczy, gdy skonstruujemy przegub podnoszacy do kwadratu, gdyz
zw=1/4[(z + w)* — (z —w)?|, a wiec skladajac odpowiednio pantograf
mnozacy przez 1/4, dwa przeguby podnoszace do kwadratu i trzy dodawacze
(w tym dwa pelniace w rzeczywistosci funkcje ,,odejmowaczy”), dostaniemy
przegub mnozacy. Czy potrafimy wiec podniesé przegubem liczbe do kwadratu?

Okazuje sie, ze wszystkie potrzebne narzedzia juz mamy, gdyz
2 _ 9 1

1/(z—=1)=1/(z+1)
mozemy wiec podnies¢ z do kwadratu za pomoca trzech inwersoréw,
odejmowacza, trzech przesuwaczy (dodajacych i odejmujacych 1) i pantografu
mnozacego przez 2.

1 + 11,

Strach pomysle¢, jak zlozony bylby przegub mnozacy, zbudowany wedle
powyzszego przepisu. A moze ktorys z Czytelnikéw potrafi podaé prostsza
konstrukcje?

Wreszcie, co z dzieleniem? Wykrecamy sie tu w taki sam sposéb, jak to
zrobiliémy z odejmowaniem: wystarczy zamieni¢ ,,wyjscie” przegubu mnozacego
z jednym z ,wejs¢”. Zauwazmy, ze majac przeguby realizujace wszystkie cztery
dziatania oraz dodawanie i mnozenie przez ustalone liczby zespolone, mozemy
zbudowadé przegub realizujacy dowolne przeksztalcenie postaci

zr— W(2),

gdzie W(z) jest wielomianem. Wiedzial o tym zapewne juz Kempe, pierwsze
dowody przedstawili na przetomie XIX i XX wieku G. Koenigs i A. Emch.
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Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 657. Uktad podwéjny sklada sie z pulsara o masie M i biatego karta o takiej
samej masie, obiegajacych érodek ciezkosci po kotowej orbicie o okresie T', polozonej
na plaszczyznie przechodzacej przez Ziemie (rys. 1). Pulsar wykonuje szybkie obroty
wokoét wlasnej osi z czestotliwoscig, f tak, ze w czasie jednego obrotu stozek emisji
pulsara omiata Ziemig¢ raz. Obliczy¢, jakie bedzie wahanie obserwowanej na Ziemi
czestotliwosei pulsara na skutek zmiany odlegtosci pulsara i Ziemi (efekt Romera).
Rozwigzanie na str. 2

F 658. Astronomowie obserwuja w bardzo duzej odlegtosci D cialo poruszajace sie

ze stala predkoscia v pod katem [ do osi cialo—Ziemia i w kierunku Ziemi (rys. 2). Nie
sa w stanie mierzy¢ bezposrednio sktadowej radialnej predkosci ruchu, mierzg jednak
pozorng predkosé transwersalna obiektu (jako predko$é ruchu ciala po sferze niebieskiej
razy odlegto$é D). Jaka musi byé relacja miedzy v oraz 3, aby cialo wydawato

sie poruszaé z predkoscia nad$wietlna? Uwzglednié¢ op6znienie Rémera sygnatow
$wietlnych dolatujacych do Ziemi. (W astronomii sytuacje takie zdarzaja si¢ dosyé
czesto, np. wyrzut materii ze zréodta gamma GRS1915+105, odkryty w 1994 roku,
wydawal sie poruszaé z predkoscia 8c.)

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Waldemar POMPE

M 1117. Wykazaé, ze liczba postaci 111...1222...2 (w ktérej wystepuje dokladnie
1000 jedynek i doktadnie 1000 dwéjek) jest iloczynem dwéch kolejnych liczb
naturalnych.

Rozwiazanie na str. 15

M 1118. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Prosta k przecina odcinki AB, AC, AD
odpowiednio w punktach E, F, G (rys. 3). Dowie$¢, ze

AB AD AC

Ap T AG T AR
Rozwigzanie na str. 16
M 1119. Dany jest rownolegtobok ABCD. Pewien okrag przechodzacy przez punkt A
przecina odcinki AB, AC, AD odpowiednio w punktach E, F'; G (rys. 4). Dowies¢, ze
AB-AE+ AD - AG = AC - AF.
Rozwiazanie na str. 15
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