O metodach fizycznych w geometrii

Ponizej postaram sie pokazaé, jak szerokie zastosowania
w geometrii moga mie¢ pojecia znane zapewne
wiekszosci Czytelnikéw z lekcji dynamiki. Sa to srodek
masy oraz moment bezwladno$ci. Ogranicze sie jednak
do geometrii ptaskiej, i to gtéwnie geometrii trojkata.

Srodek masy. Dla uécislenia, ukladem bedziemy
nazywali zbiér par (m;, P;) (,mas punktowych”), gdzie
P; jest punktem ptaszczyzny, m; zas jego ,masa”
(dlai=1,2,...,n). Aby nie wzbudzi¢ kontrowersji,
poczatkowo przyjmijmy, ze ,masy” takie sa liczbami
rzeczywistymi dodatnimi (potem jednak pozbedziemy
sie tego zbednego ograniczenia). Jak wiadomo, srodkiem
masy danego ukladu nazywamy taki punkt G, ze
O?z ml~O—Pl)+m2~O—P2>+...+mn~O—Pn>
mi+mo+...+my
gdzie O jest poczatkiem ukladu wspotrzednych.
Warto przytoczy¢ (bez dowoddéw, choé wszystkie
sa jednolinijkowe) kilka ogdélnie znanych faktow
dotyczacych srodka masy:

)

1. Nie zalezy on od wyboru uktadu wspélrzednych.

2. Jezeli A, B, C' sg masami punktowymi, a masa
punktowa Z lezy w $rodku masy ukladu {4, B} i ma
warto$¢ rowna sumie mas A i B, to $rodek masy
uktadu {4, B, C} jest érodkiem masy ukladu {Z,C},
lezy wigc na odcinku ZC.

3. Stosunek, w jakim $rodek masy S uktadu dwoch
dodatnich mas punktowych m4 i mp, umieszczonych
w punktach A i B, dzieli odcinek AB, jest réwny ﬁ—g.

Jak wiadomo, jezeli w wierzchotkach tréjkata ABC
umiescimy rowne masy, to sSrodek masy takiego uktadu
bedzie $rodkiem ciezkosci tego tréjkata. Mozemy
zastanowi¢ sie, jakie masy m 4, mp, mc umiescié
w wierzchotkach, aby $rodek masy otrzymanego uktadu
byl innym punktem szczegdlnym tréjkata, np. srodkiem
okregu wpisanego (rysunek). Skoro §rodek okregu
wpisanego P lezy na odcinku CZ, to (korzystamy
z faktu 2.) punkt Z musi by¢ srodkiem ciezkosci dla mas
w A i B, zatem (fakt 3.) 5% = w2, lecz (z twierdzenia
BZ

o dwusiecznej) 77 = ﬁ—g, wystarczy zatem wziaé

my = BC, mp = AC, m¢c = AB.
Chcac otrzymac np. ortocentrum lub srodek okregu
opisanego, musimy zastanowi¢ si¢ nad przypadkiem,
gdy ktérys z nich lezy poza tréjkatem — manipulujac
nieujemnymi masami, mozemy otrzymac tylko
punkty tréjkata ABC. Przyjmijmy zatem, ze masy sa
dowolnymi liczbami rzeczywistymi (wlasciwsza analogia
wydaje sie teraz pojecie tadunku elektrycznego).
Powyzsze stwierdzenia pozostaja w mocy, jesli
zaznaczymy, ze $rodek masy nie istnieje, gdy
masa ukladu jest réwna 0. Ortocentrum trojkata
mozemy otrzymac, umieszczajac w A, B, C' masy
ctg Bctgy, ctgactgy, ctg actg [, dla $rodka okregu
opisanego za$ masy beda réowne sin 2, sin 23, sin 2+
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(sprawdzenie tych prawidlowosci nie powinno nastreczyé
Czytelnikowi zbyt wiele klopotu).

Przejdzmy zatem do zadan.

Zadanie 1 (twierdzenie Cevy). Punkty X, Y, Z leza
na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC. Wykazaé, ze
proste AX, BY, CZ maja punkt wspdlny wtedy i tylko
wtedy, gdy

Rozwigzanie.
1° Zal6ézmy, ze proste te przecinaja si¢ w punkcie P.
Umieéémy w punktach A, B, C' masy odpowiednio
mpyg=BZ-CX,mp=AZ-CX, mgc=BX-AZ,
wowezas (korzystajac z faktu 3.) punkty Z i X beda
srodkami mas dla par A, B i B, C, zatem $rodek masy
calego uktadu bedzie lezal zaréwno na prostej CZ, jak
i AX, bedzie to zatem punkt P. 7 faktu 3. wiemy takze,
ze

cY mspn BZ CX

AY  me BX AZ’
skad wynika teza.

2° Zalézmy, ze

Okreslmy masy w wierzchotkach jak poprzednio.
Woéwezas punkt X bedzie érodkiem masy dla B

i C, zatem $rodek masy calego uktadu bedzie lezat

na odcinku AX, analogicznie na BY i C'Z, wiec odcinki
te maja punkt wspolny.

Zadanie 2 (twierdzenie Van Aubela). Przy
zalozeniach z poprzedniego zadania wykazac, ze jesli
proste AX, BY, CZ przecinaja si¢ w punkcie P, to
AP AY AZ
PX ~YC ' ZB
Rozwigzanie. Niech masy ma, mp, mc beda okreslone
tak, aby punkt P byl srodkiem masy. Wéwczas
AY o mcgc AZ o mp
YC  ma ZB  ma’
punkt X za$ jest érodkiem mas w B i C', mozemy
zatem (fakt 2.) umiescié w nim mase mx = mp + mc
i uzna¢ punkt P za $rodek mas w A 1 X, zatem (fakt 3.)
AP _ mx

_ mpt+mc 3
X = oy = ARG, skad wynika teza.

Zadanie 3. Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC
wpisanego w okrag o srodku w O. Wykazaé, ze pola
pewnych dwoch z trzech tréjkatow OHA, OHB, OHC
sumuja sie do pola trzeciego.
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Rozwigzanie. Wielu Czytelnikéw zna zapewne fakt
nastepujacy: punkty O, H oraz srodek ciezkosci M
tréjkata leza na jednej prostej (tzw. prostej Eulera).
Obierzmy uklad wspoélrzednych, w ktérym o OX

jest prostg Eulera, niech punkty A, B, C' maja w nim
wspOlrzedne (x4,ya), (z5,y8), (x5,y5). Trojkaty
OHA, OHB, OHC maja wspOlna podstawe OH , nalezy
wiec wykazaé, ze wysokosci opuszczone na OH dwoch

z nich sumuja sie do wysokosci trzeciego. Wysokosci te
za$ sa réwne y4, yp, yo. Oczywiscie

_ Yya+yp+yc

B 3

(z definicji $rodka masy dla mas réwnych 1, czyli srodka
cigzkosci), skad wynika teza.

0=ym

Moment bezwladnosci. Momentem bezwladnosci
danego uktadu wzgledem punktu X nazywamy liczbe

_ § 2
IX - m;r;,

gdzie r; = X P;. Fizycy uzywaja tej wielkosci

do charakteryzacji ruchu obrotowego bryt sztywnych
(wéwezas punkt X uwazamy za punkt przebicia
plaszczyzny prostopadla do niej osig obrotu), ma on
jednak takze zastosowanie w geometrii, gtéwnie dzieki
bardzo mocnemu twierdzeniu, znanemu jako

Twierdzenie Steinera. Jezeli dany uklad ma
niezerowa mase (czyli ma $rodek masy), to dla
dowolnego punktu X zachodzi réwnoéé¢ Ix = I + Md?,
gdzie G — srodek masy, M — masa ukladu, d = GX.

Dowdd. Wezmy uklad wspdlrzednych, w ktérym
G = (0,0) oraz X = (d,0). Wéwczas

I =Y mi((xi —d)® +y7) =Y mi(2} +y7)—
deZmizi +d? Zmz- =1Ic+0+ Md2
LD
> mi
Whiosek. Jedli masa uktadu jest dodatnia, moment

bezwladnoéci jest najmniejszy wzgledem $rodka masy
tego uktadu.

gdyz 0 = g = implikuje > m;x; = 0.

Céz, zobaczmy, jak sie¢ ma to do rozwigzywania zadan.

Zadanie 4. W tréjkacie ABC' znalezé taki punkt X,
aby suma AX?2 + BX? 4+ CX? byla najmniejsza.

Rozwigzanie. Umiesémy masy 1 w wierzchotkach
tréjkata. Wowcezas rozpatrywana suma jest momentem
bezwladnosci uktadu wzgledem X, zatem jest
najmniejsza, gdy X jest srodkiem masy, czyli srodkiem
ciezkosci trojkata ABC.

Zadanie 5. Punkt P lezy na okregu opisanym
na tréjkacie réwnobocznym ABC. Wykazaé, ze suma
AP? 4 BP? + C'P? nie zalezy od wyboru punktu P.

Rozwigzanie. Umie$émy ponownie masy 1

w wierzchotkach oraz oznaczmy Srodek okregu przez O,
jego promien za$ przez R. Rozpatrywana suma jest
momentem bezwladnosci uktadu wzgledem P, zatem
(z tw. Steinera) jest réwna

AO? + BO? + CO? + 3P0O? = 6R>.

13

Zadanie 6. Punkt P lezy na okregu wpisanym
w trojkat ABC. Wykazaé, ze suma

AP?.BC + BP?>. AC +CP?. AB

nie zalezy od wyboru punktu P.

Rozwigzanie. Umie$émy masy réwne BC, CA, AB
w wierzcholkach A, B, C oraz oznaczmy $rodek okregu
wpisanego przez I. Suma

AP?.BC + BP?- AC +CP?- AB

jest momentem bezwladnosci uktadu wzgledem P,
$rodek masy natomiast lezy (co juz udalo nam sie
udowodnié¢) w punkcie I, ktérego odleglosé od P jest
stala.

Metody te stosuja sie nie tylko do geometrii, co ilustruje
ponizszy przyktad:

Zadanie 7. Na kazdym polu szachownicy 2000 x 2000
lezy kamyk. Ruch polega na przesunieciu dwéch
kamykéw lezacych na polach oddalonych o 2 (w jednej
kolumnie lub rzedzie) na pole pomiedzy nimi

(na jednym polu moze leze¢ dowolna liczba kamieni).

1° Czy mozna tak wybraé¢ kolejnosé ruchow, aby
wszystkie kamyki znalazly sie na jednym polu?

2° Czy w te gre mozna gra¢ w nieskonczonosé?
Rozwigzanie.

1° Nie, gdyz ruch zachowuje $rodek masy wszystkich
kamieni (zakladamy, ze sa one jednakowo ciezkie), ktory
lezy w $rodku szachownicy, zatem ostatecznie wszystkie
kamienie musialyby znalezé si¢ posrodku, pomiedzy
kratkami, gdyz bok szachownicy ma parzysta dlugosé!

2° Nie, gdyz (co tatwo pokazaé) kazdy ruch zmniejsza
moment bezwladnosci wszystkich kamieni wzgledem
srodka szachownicy o liczbe catkowita dodatnia
(przyjmujemy, ze bok pola szachownicy ma dlugosé 1,
masy kamieni za$ sa réwne 1), nie moze on jednak spasé
ponizej 0.

Oczywiscie, wszystkie te zadania mozna zrobi¢

do$é¢ tatwo innymi metodami, ktére w zasadzie
sprowadzalyby sie do tego, o czym pisze powyzej,
tylko w innym ujeciu. Operowanie pojeciami tutaj
opisanymi pozwala jednak swobodniej postugiwac sie
intuicja, skracajac czasami wielokrotnie czas myslenia
nad zadaniem.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1. Zalozenia jak w zadaniu 2., wykazaé, ze
AP BP CP
= .= .= > 8.
PX PY PZ

2. Zmalez¢ srodek masy obwodu tréjkata.
3. M jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC. Wykazad,
ze

AB? + BC? 4+ CA? = 3(MA* + M B* + MC?).
4. W wierzchotkach czworokata umieszczono rowne
masy. Gdzie znajduje si¢ $rodek masy takiego uktadu?



