Ile jest zajaczké6w?

Zapewne kazdy kiedy$ puszczal zajaczki. To znaczy
odbijal zwyklym lusterkiem $wiatto stoneczne

na przyklad ku nieoswietlonej $cianie. Trzeba przyznac,
ze plama Swiatla jest wtedy malo ciekawa: o$wietlenie
jest jednakowe na calej jej powierzchni. Co innego jesli
lusterko nie jest ptaskie. Promienie odbite nie sa wtedy
rownolegtle. Te z nich, ktore odbijaja sie od wklestych
czesci zwierciadla, moga tworzy¢ skupienia, w ktorych
natezenie Swiatla jest szczegdlnie duze, co daje widoczne
na ekranie jadniejsze linie i punkty. Nosza one nazwe
kaustyk (gr. kaustikos — zracy, palacy). Powierzchnie
odbijajace o dowolnym ksztalcie — z rozmaitymi
wglebieniami i wypuklo$ciami — mozna spotkaé

w roznych codziennych sytuacjach. Zajaczki wytwarzane
przez takie ,,pokrzywione” lusterka maja nieregularne
ksztalty, zalezne od orientacji lusterka i jego odleglosci
od ekranu. Wydawacé by sie mogto, ze rozmaito$é
ksztaltéw powierzchni odbijajacych rodzi nieskonczona
réznorodnosé postaci tych swietlnych wzorkéw i ze

nie ma szans na jakakolwiek ich systematyzacje.

Mozna jednak wykazaé, ze sa one utworzone z kilku
elementarnych form.

Zagadnienie powstawania i klasyfikacji kaustyk
rozwazymy z punktu widzenia optyki geometrycznej,
z wyrozumialo$cig traktujac nieskonczonosci, jakie
przewiduje ona dla natezenia $wiatla. Oczywiscie
istnieje bardziej realistyczny opis kaustyk, ktory
uwzglednia falowa nature $wiatla, a w szczegdlnosci
zjawisko interferencji, i w ktérym nie pojawia sie
problem nieskoniczonego natezenia.

Niech wiazka promieni réwnoleglych (np. slonecznych)

pada wzdluz osi Z ukladu wspotrzednych na odbijajaca
powierzchnie o dowolnym ksztalcie (rys. 1).
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Rys. 1

Plaszczyzne XY umiesémy gdzies$ przed zwierciadtem.
Niech promien, ktorego potozenie poczatkowe okreslone
jest wspolrzednymi (X, Y), przechodzi po odbiciu
przez punkt, ktérego wspolrzedne oznaczymy przez
(p,q, 7). Droge optyczna S przebyta przez promien od
plaszczyzny XY do tego punktu wyrazimy jako funkcje
dwoch zmiennych X 1Y zalezna od trzech parametréw
p,qir: S(X,Y;p,q,r). W szczegdlnym przypadku,
gdy zwierciadlo jest dowolna powierzchnia walcowa

o tworzacych réwnoleglych do osi Y (rys. 2), droga
optyczna jest funkcja jednej zmiennej X zalezna od
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jednego lub dwéch parametréow: S(X;p) lub S(X;p,r).
Drogi optyczne stanowia wiec szczegdlne rodziny funkcji
jednej lub dwdéch zmiennych zaleznych od jednego,
dwéch lub trzech parametréw.
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Rys. 2

Badanie i klasyfikacja funkcji n zmiennych zaleznych
od k parametréw jest przedmiotem teorii katastrof,
ktoérej tworca jest francuski matematyk René Thom.
Zastosowanie podstawowego wyniku tej teorii

do zdefiniowanych wyzej funkcji S wskazuje, ze
mozna je podzieli¢ na pieé¢ klas. Do kazdej klasy
naleza funkcje majace te sama ilosé i rodzaj punktow
krytycznych (sa to punkty, w ktérych znikaja wszystkie
pierwsze pochodne, a wiec maksima, minima, siodta

i pewne punkty przegiecia), co sprawia, ze maja
podobny ksztalt. Dzigki temu za pomoca gladkiej
zamiany zmiennych (obejmujacej zmiany skal, obroty
osi 1 translacje) mozna kazda funkcje z danej klasy
sprowadzi¢ do tej samej standardowej postaci zwanej
katastrofg. Katastrofy oznaczone sa symbolami i maja
zwyczajowe nazwy. Interesujace nas pieé¢ klas zawiera
funkcje réwnowazne pieciu katastrofom, ktére maja
postaé nastepujacych wielomianow:

1. Ag; falda (fold): f(x) = 32° + ax
2. As; kolec, szpic (cusp): f(z) = (%:c4 + %a:c2 + bx)
3. Ay; jaskélezy ogon (swallowtail):
f(z) = 25 + Laa® + Jba? 4 cx

4. DI; pepek hiperboliczny (hyperbolic umbilic):

flx,y) = 2%y +y° + az® + by + cx
5. Dy ; piramida (elliptic umbilic):

flz,y) = 2%y — y° + ax® + by + cx.
Zmienne x i y oraz parametry a, b i ¢ powigzane

sg ze wspolrzednymi X 1Y oraz p, ¢ i r gladkimi
przeksztalceniami.

Rzeczywiste promienie $wietlne przebiegaja

w przestrzeni po torach okreslonych zasada Fermata.
W najogélniejszym sformulowaniu stwierdza ona, ze
droga optyczna rzeczywistego promienia biegnacego
miedzy dwoma punktami jest najmniejsza sposréd
sasiednich drog z pewnego otoczenia tego promienia
taczacych te punkty, lub ze ma wartos$¢ stacjonarna,
tzn. nie jest ani maksymalng ani minimalna wsréd
takich drog. Minimalna droge przebywa np. promien
zalamujacy sie na granicy dwoch osrodkow.
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7 przypadkiem wartosci stacjonarnych mamy

do czynienia, gdy np. promienie z punktowego zrodla
skupiane sg idealna soczewka w punktowy obraz,
bowiem ich drogi optyczne sa jednakowe. Problem
znalezienia drogi optycznej promienia jest wiec
zagadnieniem z dziedziny rachunku wariacyjnego.
Wartosé drogi optycznej promienia miedzy dwoma
punktami jest bowiem funkcjonalem zaleznym od jej
ksztaltu. Zasade Fermata mozna formalnie wyrazié

w postaci stwierdzenia, ze ,wariacja drogi optycznej
musi by¢ réwna zeru”. W rozpatrywanym tu przypadku
przy okreslaniu drogi optycznej wykorzystujemy fakt, ze
promienie sa prostoliniowe, co pozwala wyrazi¢ droge
optyczna nie jako funkcjonal, lecz w opisany wyzej
sposo6b jako funkcje S(X,Y;p,q, 7). Aby zbadaé¢ mozliwe
ksztalty kaustyk nalezy rozpatrzy¢ mozliwe drogi
promieni. W tym celu wiec trzeba zajac¢ sie punktami
krytycznymi pieciu przytoczonych wielomianow.

W przypadku funkcji jednej zmiennej punkty te zadane
sa rOwnaniem

(1) df/dz =0,

a w przypadku funkcji dwoch zmiennych — ukladem
rownan

)

8f 0z =0, df/dy=0.
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Rys. 3

Warunek (1) okresla w czterowymiarowej przestrzeni
(x,a,b,c), a warunek (1') w pieciowymiarowe;
przestrzeni (x,y, a, b, ¢), obszar zwany zbiorem
katastrofy, K. W zbiorze tym mozna wyrdzni¢ obszary
rozniace si¢ rodzajem ekstreméw. Granice miedzy tymi
obszarami zadane sa w przypadku jednej zmiennej
warunkiem

(2) d*f/da® =0,

a w przypadku dwéch zmiennych warunkiem
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Z uktadéw réwnan (1) i (2) oraz (1') i (2), po
wyrugowaniu z nich zmiennych x i y, otrzymuje

sie réwnania, ktére w przestrzeni (a, b, ¢) definiuja
powierzchnie, krzywe i punkty, wytyczajace granice
obszaréw rézniacych sie iloécia ekstreméw funkeji
zmiennych x i y (réznica ta zawsze wynosi 2). Tworza
one razem zbiér bifurkacyjny katastrofy, B. Rys. 3
przedstawia zbiory bifurkacyjne pieciu wymienionych
katastrof. Odpowiadaja im analogiczne granice

w fizycznej przestrzeni (p, ¢, r) rozdzielajace obszary,
przez ktore przechodzi rézna ilosé promieni.

Istotne dla nas wlasciwodci zbioréw K i B mozna
pokaza¢ za pomoca jednego z prostszych przypadkéw,

AC NnC

b



jakim jest katastrofa As. Jest to funkcja jednej

zmiennej zalezna od dwoch parametréw, jest wiec
odpowiednia do opisu drogi optycznej promieni odbitych
od wkleslej powierzchni walcowej i jednocze$nie mozliwa
do przedstawienia graficznego. Wtagnie taka kaustyka
powstaje np. na powierzchni kakao w kubku po odbiciu
promieni od jego wewnetrznej Scianki. Rys. 4 pokazuje
zbiér katastrofy, ktory jest powierzchnig utworzona
przez rozwigzania réwnania (1) czyli

(3) 23 +ar+b=0.

Dla a < 0 ma ona dwie faldy, dzieki ktérym powstaja
trzy platy powierzchni. Srodkowy plat odpowiada
minimom a zewnetrzne — maksimom. W dolnej czesci
rysunku widaé rzut fald na plaszezyzne (a,b), ktéry jest
granica dzielaca te plaszczyzne na obszary z jednym i z
trzema ekstremami, czyli zbior bifurkacyjny. Wynika
ona z warunkéw (1) i (2), ktére tworza uklad zlozony

z réwnania (3) i réwnania

(4) 32° 4 a = 0.
Jest to tzw. parabola polszescienna
(5) 4a® + 27b% = 0.

skladajaca sie z dwdch galezi ulozonych w szpic.

Drogi przebywane przez rzeczywiste promienie sg
ekstremalne, jednak nie bezwzglednie, lecz wzgledem
sasiednich réwnoleglych i prostoliniowych promieni
trafiajacych po odbiciu w dany punkt, ktéremu
odpowiadaja parametry (a,b). Sposréd trzech promieni
przechodzacych przez kazdy punkt odpowiadajacy
parametrom spomiedzy galezi paraboli (5) tylko
jeden ma droge mniejsza od sasiednich; drogi dwéch
pozostalych sa dluzsze niz sasiednie, lecz i tak krotsze
od drég krzywoliniowych wykluczonych przez nasza
definicje funkcji S.

Rys. 4

Goérna cze$é rysunku 4 przekonuje, ze dla punktow

(a,b) z pobliza zbioru bifurkacyjnego B wystepuje
szczegdlnie duzo ekstremoéw. Oznacza to, ze przez
punkty przestrzeni odpowiadajace parametrom bliskim
zbiorowi bifurkacyjnemu przechodzi szczegdlnie duzo
promieni. Natezenie Swiatla jest wiec tam wyjatkowo
duze, a w punktach zbioru B — nieskoficzone (co jest
konsekwencja zaniedbania falowej natury $wiatla). Jezeli
uwzglednimy trzecia wspolrzedna, do ktorej walcowe




zwierciadlo jest rownolegle, to otrzymamy zbiér B

w postaci dwuplatowej powierzchni z ostrzem,
pokazanej na rys. 3. Analogiczne wlasciwosci maja
pozostale zbiory katastrof i zwigzane z nimi zbiory
bifurkacyjne. Trzeba pamigtaé, ze zbiory bifurkacyjne
pokazane na rys. 3 powstaly po zamianie zmiennych

i parametréw uzytych do wyrazenia rzeczywistej drogi
optycznej. Obserwowane kaustyki sa przekrojami
odpowiadajacych im zbioréw punktéw (p, ¢, )
powierzchnia ekranu. Ich istotnie rézne ksztalty
przedstawione sa na zdjeciach. Jest ich pigé i liczbe te
mozna uznaé za zadowalajaca odpowiedz na tytulowe
pytanie. W wyjatkowych przypadkach moga powstac
nietypowe, inne kaustyki, sa one jednak niestabilne
tzn. w nastepstwie dowolnie malej zmiany ksztaltu
zwierciadla rozpadaja sie na kaustyki elementarne,
ktoére sa na takie zmiany odporne. Zazwyczaj refleksy
wytworzone przez rézne fragmenty zwierciadla

o dowolnie pofaldowanej powierzchni sa bardzo liczne.
Nakladaja sie, dajac pogmatwany obraz, w ktérym
trudno wyrdzni¢ kaustyki elementarne.

Kaustyki optyczne powstaja nie tylko wskutek odbicia
Swiatla. Tecza, ktéra jest kaustyka typu falda, powstaje

Zadania
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przy udziale odbicia i zalamania na powierzchni
kropelek wody. Kaustyki tworza si¢ przy przechodzeniu
Swiatla przez osrodki optycznie niejednorodne lub
warstwy przezroczyste o niejednakowej grubosci.
Promienie réwnolegle do osi soczewki skupiajacej
obarczonej aberracja sferyczna daja w jej ognisku
kaustyke typu kolec, wyraznie rozpoznawalna,

jesli abstrahowaé od symetrii osiowej. Promienie
przyosiowe skupiaja si¢ najdalej od soczewki i tworza
ognisko na ,,czubku kolca”. Promienie odlegle od osi
skupiaja sie blizej soczewki. Obwiednia promieni jest
kaustyka. Przez kazdy punkt w jej wnetrzu przechodza
trzy promienie, podczas gdy przez punkty lezace

na zewnatrz — tylko jeden. Interesujace sa kaustyki
optyczne powstate w wyniku zjawiska soczewkowania
grawitacyjnego. Kaustyki pojawiaja si¢ takze przy
rozchodzeniu sie innych rodzajéw fal — dzwiekowych,
gdzie przejawiaja sie jako rodzaj fal uderzeniowych,
oceanicznych, gdzie wywoluja gigantyczne fale

o niszczacej sile, fal elektromagnetycznych w jonosferze,
plazmie miedzyplanetarnej i okotostonecznej, fal
materii uczestniczacych w procesach rozpraszania, fal
sejsmicznych i innych.

D M 1114. Punkty D i F leza na boku AB tréjkata G

pod katem 60°.

Rys. 2

Rozwiazanie na str. 2

Rys. 4
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Rozwigzanie na str. 11

M 1115. Na tablicy napisano liczby 1,2, 4 ... L

réwnobocznego ABC' (rys. 1). Punkty F' i G leza
odpowiednio na bokach AC' i BC przy czym AD = CF
i BE = CG. Wykazac, ze proste DG i E'F' przecinaja si¢

A D FE B
Rys. 1

5 3 ) 5005 - Wykonujemy nastepujaca

procedure: Wybieramy dwie liczby a, b znajdujace si¢ na tablicy i zastepujemy je liczba
ab 4+ a + b. Postepowanie to kontynuujemy. Po 2004 krokach zostanie na tablicy tylko
jedna liczba. Jakie wartos$ci moze ona przyjac?

Rozwiazanie na str. 15

M 1116. Na bokach BC' i AC trojkata ABC budujemy, na zewnatrz niego, trdjkaty
réwnoboczne BCD i1 ACE (rys. 2). Na boku AB budujemy, do wnetrza tréjkata ABC,
trojkat ABF, w ktérym < FAB = < FBA = 30°. Udowodnié, ze DF = EF.
Rozwigzanie na str. 16
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F 655. Pompa elektromagnetyczna do ttoczenia ptynnego przewodnika (np. metalu)
sktada si¢ z rury o przekroju prostokatnym, w ktérej dwie przeciwlegle $ciany odlegte
0 a zrobione sa z bardzo dobrego przewodnika, dwie pozostale z izolatora (rys. 3).
Do przewodzacych $cianek przytozono napigcie U, a calo$é umieszczono w pionowym,
jednorodnym polu magnetycznym B. Dla jakiej predkosci przeptywu ptynu moc
skuteczna pompy jest najwieksza? Jaka jest wtedy jej sprawnos¢? Pominaé opér
elektryczny zrédta pradu i $cianek.

F 656. Pompa z poprzedniego zadania, majaca dlugos$é [, wykorzystywana jest

do tloczenia cieczy o gestosci p i przewodnictwie wlasciwym o pod gore na wysokos$¢ h
(rys. 4). Z jaka predkoscia porusza sie tloczona ciecz?

Rozwigzanie na str. 10



