Rozwigzanie zadania M 1111.

Z réwnoséci < CAO = 90° = 4 CMO
wynika, ze punkty C, A, M, O leza

na jednym okregu.

P

Analogicznie, punkty B, D, M, O leza
na jednym okregu. Zatem

IOCM = SOAM = 4OBM = <ODM,

skad wynika, ze OC = OD. Odcinek
OM jest wigc wysokoscig w tréjkacie

réwnoramiennym COD, a wiec

CM = DM.

hy

Rys. 2

* Instytut Matematyczny PAN

Srednie w trapezie Joanna JASZUNSKA®
Dla liczb dodatnich a > b zachodzi nastepujaca nieréwnoscé:
2 112
a 2 a® + b 2 a+ b 2 \/@ 2
2 2 aTs
przy czym kazda z réwnosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0.

Cztery wystepujace tu srednie pomiedzy liczbami a i b to odpowiednio $rednia
kwadratowa, arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna.

1 1 >b)

Czy da sie te cztery $rednie ,znalezé” w trapezie o podstawach a i b7 Okazuje
sie, ze tak! Sa one dlugo$ciami odpowiednio dobranych odcinkéw poziomych,
czyli przekrojow trapezu, réwnoleglych do jego podstaw. Co wiecej, nietrudno
udowodni¢ powyzsza nieréwno$¢, korzystajac z wlasnosci tych odcinkdw.

Na poczatek wskazmy w trapezie wszystkie cztery Srednie, dowdd nieréwnosci
pozostawiajac na pédzniej.

Srednia arytmetyczna (A). Chyba najlatwiejsza do znalezienia i najbardziej
znana — wystarczy wzia¢ §rodkowgq trapezu, czyli odcinek taczacy srodki jego
ramion.

7 twierdzenia Talesa odcinek ten jest réwnolegly do podstaw. Aby przekonaé sie,

ze rzeczywiscie jest on dlugosci aT“’, obré¢émy trapez o 180° wzgledem srodka
ramienia (rysunek 1).
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Rys. 1

Figura otrzymana jako suma trapezéw (wyjsciowego i nowego) jest
rownoleglobokiem o dtugosci podstawy a + b, wiec takiej tez dlugosci jest
a+b

odcinek zbudowany z dwéch grodkowych. Stad kazda z nich jest dlugosci 45>

Srednia kwadratowa (K). Podzielmy trapez odcinkiem réwnolegtym

do podstaw na dwa trapezy o rownych polach. Przesuwajac poziomy odcinek
od jednej podstawy do drugiej, nietrudno si¢ przekonaé, ze jest doktadnie jedno
jego ,,dobre” potozenie.

Jaka jest wtedy dlugos¢ tego odcinka? Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2,
ponadto niech S bedzie polem trapezu.

Wtedy
S a+z .S b+=x
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stad
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= (hy + hy) = . =
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_Sla+b) b+x+tatx (a+b)?+2z(a+b)
2 (a+x)b+z) = 2ab+2x2+22(a+0b)

Wobec tego 2ab + 222 = (a + b)? = a? + 2ab + b?, wiec

a? + b2
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Srednia geometryczna (G). Podzielmy ponownie nasz trapez odcinkiem
poziomym, ale tym razem inaczej — tak, by otrzymane trapezy byly podobne
(rysunek 3).

Znéw nasuwa sie pytanie, czy w ogole mozna to zrobié i jesli tak, to czy tylko
na jeden sposéb. Dla a = b trapez jest réwnoleglobokiem, a szukany odcinek to
jego érodkowa. Dla a > b podzielmy trapez poziomym odcinkiem o dlugosci y.
Zauwazmy, ze otrzymane trapezy maja odpowiednie katy réwne, wiec aby byly
podobne, potrzeba i wystarcza, by mialy réwne stosunki dlugosci odpowiednich
podstaw: % =, czyli by y = Vab. Jest to liczba z przedziatu (b, a), wiec taki
przekrdj trapezu istnieje i to dokladnie jeden.

Srednia harmoniczna (H). Jaka jest dlugo$é z odcinka réwnoleglego
do podstaw trapezu i przechodzacego przed punkt przeciecia jego przekatnych?
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4.

7 podobienstwa tréjkatéw o odpowiednich podstawach i wysokosciach
otrzymujemy

i analogicznie dla 25, co dowodzi, ze z1 = z5. Korzystajac z powyzszej proporcji
i z podobienstwa tréjkatéw T, i Tj, uzyskujemy

gzﬁzh—hz+1:g+1:a+b
z1 h h. b b’
wiec
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z:z1+z2:2z1:2-a—+b:m.
Zmalezlismy zatem w trapezie wszystkie cztery $rednie i wiemy, ze
odpowiadajace im odcinki leza pomiedzy podstawami. Ale czy leza one

we wlasciwej kolejnosci, czyli czy rzeczywiscie zawsze zachodzi podana

na poczatku nieréwnoéc¢? Dla a = b trapez jest réwnoleglobokiem, wszystkie
cztery odcinki pokrywaja sie i wszystkie cztery $rednie s réwne. A co sie dzieje
dla a > b?

K > A: Zauwazmy, ze dolny z trapezéw o réwnych polach ma odpowiednie
podstawy dluzsze niz gérny, zatem musi mie¢ mniejsza wysokos¢. Stad
wyznaczajacy te trapezy odcinek lezy ponizej srodkowe;j.

A > G: Tu z kolei dolny z dwoch trapezéw podobnych tez ma odpowiednie
podstawy dluzsze, ale tym razem oznacza to, ze i wysoko$¢ musi mie¢ dhuzsza.
Stad wyznaczajacy te trapezy odcinek lezy powyzej srodkowe;j.

G > H: Dla trapezéw podobnych stosunek wysokosci gérnego do dolnego

jest rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich podstaw, czyli jest wiekszy

niz g. Wobec tego odcinek wyznaczajacy te trapezy lezy ponizej przekroju
dzielacego wysoko$¢ calego trapezu w stosunku b : a (liczac od gory), czyli
ponizej poziomego odcinka przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych.

To konczy dowdd naszej nierownosci. Moze ktos z Czytelnikow zna inne poziome
przekroje trapezu o ciekawych wlasno$ciach? A moze nieréwnosé srednich

dla trzech liczb tez da si¢ jako$ ladnie zilustrowac, na przyklad w przestrzeni
tréjwymiarowej?

b
/[ :: \ $rednia harmoniczna H
/ \ $rednia geometryczna G
/ $rednia arytmetyczna A

$rednia kwadratowa K

Rys. 5
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