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Jednoznacznosé rozkladu na skltadniki

Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na czynniki
pierwsze powiada, ze kazda liczbe naturalng wieksza od 1 mozna
przedstawi¢ jednoznacznie w postaci iloczynu liczb pierwszych

(z doktadnoscia do kolejnosci). Czy mozna znalezé odpowiednik tego
twierdzenia, dotyczacy ... sumy, a nie iloczynu? Inaczej méwiac,

czy mozna udowodnié¢, ze kazda liczbe naturalna mozna przedstawic¢

jednoznacznie w postaci sumy pewnych liczb naturalnych? Oczywiscie,

te ostatnie nie moga by¢ dowolne, bo kazda liczbe naturalng wigksza

od 2 mozna przedstawi¢ jako sume takich liczb na wiele sposobéw. No,
ale rozktadajac liczbe naturalna na czynniki tez nie bierzemy dowolnych
czynnikow, lecz wyltacznie czynniki pierwsze.

Jakie liczby miatyby pelnié role liczb pierwszych przy rozkladzie

liczby naturalnej na sume? Sa takie liczby: to liczby Fibonacciego.
Przypomnijmy: ciagiem Fibonacciego nazywamy ciag (F,,) zdefiniowany
rekurencyjnie w sposéb nastepujacy: Fo=1,F, =1 oraz F,y; = F, + F,_1
dla n > 1. Wyrazy tego ciagu nazywamy liczbami Fibonacciego. Liczby

Oto pigtnascie poczatkowych liczb
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 377, 610

Wykazemy nastepujace twierdzenie:

Kazdg liczbe naturalng mozna przedstawic
jednoznacznie w postaci sumy réznych,
niesgsiednich liczb Fibonacciego.

Zobaczmy na przyktadzie liczby 120, jak
wyglada rozktad liczby naturalnej na sume liczb
Fibonacciego. Znajdujemy najwicksza liczbe
Fibonacciego, ktéra nie przekracza 120. To 89, i ta
liczba jest pierwszym skladnikiem rozktadu liczby
120. Musimy jeszcze te sume uzupelni¢ o 120 — 89,
czyli o 31. Teraz znajdujemy najwieksza liczbe
Fibonacciego, ktora nie przekracza 31. Ta liczba
jest 21, dodajemy ja do 89. Zostaje 10, najwicksza
liczba Fibonacciego, mieszczaca si¢ w 10, jest 8;
zostaje 2, ale to juz jest liczba Fibonacciego, wiec
dodajemy ja do dotychczasowej sumy i mamy:

120 =89+ 21+ 8+ 2.

Zauwazmy teraz dwie rzeczy. Po pierwsze, jesli
rozktadajac w ten sposéb liczbe n, wybieramy Fy,
czyli Fy, jest najwieksza liczba Fibonacciego
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Fibonacciego sa oczywiscie liczbami naturalnymi i tatwo zauwazy¢, ze
ciag Fibonacciego nie jest ograniczony z gory.

nieprzekraczajaca n, to w nastepnym kroku nie
mozemy wybraé¢ Fj_;, bo to by znaczylo, ze
Fp+Fy1=Fei<n
— a przeciez Fj jest najwicksza liczba Fibonacciego
nie wieksza od n. W naszym rozkladzie nie pojawia
sie¢ wiec dwie sasiednie liczby Fibonacciego. Po
drugie, wybér najwiekszej liczby Fibonacciego
nie wigkszej od danej liczby naturalnej jest
okreslony jednoznacznie — a wiec i taki rozktad
jest jednoznaczny (z dokladnoscia do kolejnosci,
bo przeciez dodawanie jest przemienne).

Twierdzenie i sam rozktad opatrzone sa nazwiskiem
Edouarda Zeckendorfa, matematyka-amatora
(lekarza z wyksztalcenia). Zeckendorf zainteresowal
sie matematyka, gdy jako oficer armii belgijskiej

i jeniec wojenny przebywal w latach 1940-1945

w obozie dla internowanych. Matematyka

bywa bowiem pocieszeniem w wielu trudnych
sytuacjach. ..
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