Ciggi jednomonotoniczne, funkcje supermodularne

i nieré6wnosSci
O pochodnych czastkowych i ich

zastosowaniu pisaliSmy takze w numerze
10/2004.
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Rozwigzanie zadania M 1112.

Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze

a + b+ ¢ jest najmniejszym sposréd

pieciu mianownikéw e +a + b, a + b+ ¢,

b+c+d, c+d+e, d+ e+ a Wowczas
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Dodajac nieréwnosci (1) i (2) stronami,
uzyskujemy teze.
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W | Kélku matematycznym dla olimpijczykéw” Henryk Pawlowski zajmowal sie
nieréwnosciami typu
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gdzie ciagi (z{z)) ,dla j =1,2,...,m, sa ciagami jednomonotonicznymi
i=1
(tzn. albo wizystkie sa uporzadkowane rosnaco, albo wszystkie malejaco),
a ciagi (xz) ,dla j =1,2,...,m sa ich permutacjami. Nieréwnos¢ (1) mozna
i=1
zapisywac¢ symbolicznie w dogodniejszej, bo bardziej przejrzystej, postaci jako
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Widaé, ze przejscie od nieréwnosci (2) do (1) polegalo na zastosowaniu operacji
mnozenia wyrazow wystepujacych w kolumnach, a nastepnie zsumowaniu
otrzymanych w ten sposéb wyrazen. To nasuwa mysl, zeby rozwazy¢ ogolniejsza
postaé¢ nieréwnosci, tzn.

(3) 1'(1) 1'(2) e x(n) 2 ZCl ZC2 - ./L'n 7
T T Tyly Lol T Zn' Ay

czyli

(4) @(zél)az%l)vvxrg)) +90(:C%2)7x%2)77xg)) +.. +<P(x%n)7$%n)vvx?:z)) 2
1

> a2 ) +e(ad a3, el L p(al a2 ™).
Wiadomo juz, ze dla funkcji ,iloczyn” nieréwnosci te zachodza. Powstaje
pytanie, dla jakich innych funkcji ¢ beda one rowniez spelnione.

Jezeli chcemy znalezé klase funkeji spelniajacych nieréwnosci (3) dla
wszystkich n, przyjmijmy najpierw n = 2. Dostaniemy warunek konieczny, jaki
musi spelnia¢ ¢, ktory mozna zapisa¢ w postaci

(’L) (p(min{xla yl}a RN min{xm, ym}) + (p(Hla.X{.’L'l, yl}’ s 7maX{$ma ym}) =

> 0@, mm) F oY1, Ym),s
dla dowolnych ciagéw z; oraz y; z dziedziny ¢. Funkcje spelniajace te
nier6wnos$¢ nazywa si¢ supermodularnymi. Bez dowodu podam fakt, ze dla
funkcji klasy C? (tzn. dwukrotnie rézniczkowalnych) powyzszy warunek jest
réwnowazny temu, ze
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Warunek ten ma w zastosowaniu przewage, mozna z niego korzysta¢ w sposéb
znacznie bardziej efektywny niz z warunku (7).

Okazuje sie, ze warunek (i) jest nie tylko konieczny, ale i wystarczajacy,
aby zachodzily nieréwnosci (3) dla wszystkich n. Zalézmy przeciwnie, ze

. n
najwieksza suma, jaka mozna uzyskaé¢ przez permutacje ciagdéw (xfl)) , dla
i=1
7=1,2,...,m, jest '
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gdzie ciagi (xf) ,dla j =1,2,...,m, nie sa parami jednomonotoniczne.
i=1
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Rozwigzanie zadania M 1113.
Przyjmijmy, ze proste BS i AD
przecinaja si¢ w punkcie P.
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Wéwezas z réwnosci AB = BC' oraz

4 ABP =90° — <« SBC = < BCE
wynika, ze trojkaty ABP i BCE sa
przystajace. Zatem AP = BE = BF,
skad wniosek, ze czworokat CDPF jest
prostokatem. Ponadto < PSC = 90°,
wigc punkty C, D, P, S, F leza

na jednym okregu o $rednicy DF'. Stad

uzyskujemy ostatecznie, ze < DSF = 90°.

Istnieja wéwczas takie k, 1 (1 <k <1< n), ze ciagi (mi,x{), dla j=1,2,...,m,
nie sa parami jednomonotoniczne. Wtedy jednak mozemy je uporzadkowaé
tak, by byly jednomonotoniczne. Na mocy warunku (z) po takiej permutacji

n

suma g o(x},...,2™) wzroénie, bo wzroénie g iy ot). Otrzymujemy
= i=k,l
sprzeczno$¢ z zalozeniem, co dowodzi tego, ze najwigksza jest suma

i=1

Ponizsze przyklady zilustruja, jak korzystaé¢ z nieréwnosci (3). Poniewaz funkcje
wystepujace w nich beda klasy C?, to ich supermodularno$é najlatwiej bedzie
sprawdzié¢, korzystajac z definicji (i4).

Przyktad 1. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych a1, ao, ..., an
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Latwo sprawdzi¢ (obliczajac druga pochodna czastkowa), ze funkcja
o(x,y) = e™¥ jest supermodularna dla z,y > 0. W nieréwnosci (3) przyjmujemy

. n
m = 2 oraz bierzemy za (x%z)) ,dla j = 1,2, dwa identyczne ciagi liczb
i=1
rzeczywistych dodatnich ay,as, ..., a,. Nastepnie permutujemy wyrazy drugiego
z tych ciagow, przesuwajac je cyklicznie o jeden.

Przyktad 2. Udowodnié, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nierownosé
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Rozwazmy funkcje p(z,y,z) = % Jest to funkcja supermodularna
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(w dziedzinie liczb rzeczywistych dodatnich). Wystarczy sprawdzié, ze
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Nieréwnosé (3) daje nam wobec tego dla tej funkcji

a b ¢ b ¢
(8) b ¢ a| < b ¢| ,
c a b 0 b ¢ 0

(7).
Przyktad 3. Udowodnié, ze jezeli a, B, sq kqtami trdjketa ABC, to
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9) sin%+sin§+sin%<§.
z) = —sin(z + y + 2) jest funkcja supermodularna,
chodzi wiec nieréwnosé
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a to jest réwnowazne nieréwnosci

Latwo sprawdzié¢, ze ¢(x,
gdy 0< (z+y+2) <7
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skad mozna otrzymaé¢ zadana nieréwnosé (9).
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Przyktad 4. Wykazaé, Ze dla liczb rzeczywistych ai,as, ... ,a, > —1 zachodzi

n
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gdzie anp4+1 = aj.

x
Nieréwno$é te otrzymamy, jesli rozwazymy funkcje p(z,y) = ,i,
l+z+y
supermodularna dla z,y > —1. Wystarczy teraz skorzystaé¢ z nieréwnosci (3) dla

odpowiedniej permutacji ciagéow aq, asg, ..., ay,.
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