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Polski namiot na francuskim Festiwalu Nauki byt tak pelen gosci, ze miejsce dla
jego matematycznej czesci zyczliwie zostalo ofiarowane przez Jeana Brette’a

i jego kolegdw w namiocie Palacu Odkryé. W ten sposéb mlodzi Francuzi
odwiedzajacy namiot matematyczny nie tylko rozwiazywali lamigléwki, ale tez
nadmuchiwali balony z polskimi emblematami, rysowali na nich kropki oraz
kreski i poznawali genialne odkrycie Kartezjusza i Eulera.

Mate baloniki. Narysujmy na baloniku kropki i kreski, trzymajac sie
nastepujacych regut:
e konce kazdej z kresek oznaczone sa kropkami;
e kazde dwie kropki polaczone sa linia zlozona z kresek;
e kreski si¢ nie przecinaja.
W trakcie rysowania powstaja zazwyczaj na baloniku ograniczone kreskami
pola. W dalszym ciagu interesowac nas bedzie, ile wynosi wartos¢ nastepujacego
wyrazenia:
E = (liczba kropek) — (liczba kresek) + (liczba pol).
Narysujmy najpierw jedna kropke na baloniku (rys. 1) i obliczmy E. Mamy
oczywiscie jedna kropke, jedno duze pole (powierzchnia balonu) i zero kresek,
wiec
E=1-0+1=2.
Rysujemy dalej. Mozemy teraz tylko dorysowadé kreske i zakonczy¢ ja kropka
(rys. 2). Warto$¢ liczby E nie zmieni sie:
E=(01+4+1)-141=2.
Nastepnie

e albo znéw dorysujemy kreske z nowa kropka na koncu (rys. 3) i warto$é¢ E nie
zmieni sie, bo wtedy

E=(14+1+41)—-(1+1)+ (1) =2,
—_———— ——
kropki kreski pola

e albo dorysujemy kreske ze stara kropka na konicu (rys. 4) i wtedy tez warto$é
FE nie ulegnie zmianie, gdyz powstanie nowe pole i otrzymamy

E=014+1)-(14+1)+(1+1)=2.
——— N N —
kropki kreski pola
Latwo uwierzy¢, ze jakkolwiek bysmy kombinowali, to trzymajac sie regul gry,
nie zmienimy wartosci liczby E. Z naszych rozwazan wynika zatem nastepujace

Twierdzenie. Jezeli spjny (czyli , jednokawaltkowy”) rysunek zlozony z K
kresek i W kropek na koncach kresek namalowany na baloniku wycina na nim
S pél, to liczba

E=W-K+S8
jest rowna 2.

Srednie baloniki. Wezmy teraz do reki model szedcianu, czworoscianu czy
dwudziestos$cianu foremnego i zliczmy jego $ciany, wierzcholtki i krawedzie.
Nastepnie obliczmy tzw. liczbe Eulera

(%) E = (liczba wierzcholkéw) — (liczba krawedzi) + (liczba $cian).

W kazdym przypadku E = 2... Teraz zaczyna by¢ jasne, ze liczba E ze $rednich
i malych balonikéw to ta sama ,,0soba’, a nie kolizja oznaczen. .. Dlaczego?
Zauwazmy, ze gdyby nasze modele wielo$cianéw (dokladniej: modele powierzchni
wielodcianu) zrobione byly z odpowiedniej gumy, to po nadmuchaniu takiego
wielodcianu (rys. 5) uzyskaliby$my balon z rysunkiem zlozonym z kropek
(wierzcholkéw), kresek (krawedzi) i pdl ($cian). Z poprzedniego twierdzenia
uzyskujemy zatem natychmiast nowe twierdzenie o wieloScianach.

Czy jednak rzeczywiscie wzér E = 2 (zwany wzorem Eulera) jest stuszny dla
kazdego wieloscianu?
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Rozwazmy wielo$cian w ksztalcie ramy obrazu (rys. 6). Mamy tutaj 16 Scian
(8 prostokatow i 8 trapezéw), 16 wierzchotkéw i 32 krawedzie. A zatem
E=16-324+16=0...

No i kleska. .. Nasze twierdzenie jest fatszywe?! Niezupelnie. Zauwazmy
bowiem, ze nadmuchujac gumowsg rame obrazu nie uzyskamy zwyktego
ysferycznego” balonika, ale gumowa detke. Na gumowej detce nie da sie juz
jednak przeprowadzié¢ takiego samego dowodu jak ten z ,malych balonikéw”
(patrz rys. 7).

Z drugiej strony ograniczajac si¢ tylko do wypuklych wieloscianow, ktérych
powierzchnia po nadmuchaniu na pewno jest ,sferycznym” balonikiem,
uzyskamy

Twierdzenie Eulera. Dla kazdego wypuklego wieloécianu liczba Eulera
zdefiniowana w réwnaniu () jest réwna 2.

Duze baloniki. Przyktad z detka rowerowa nie powinien nikogo zniechecaé.
Wrecz przeciwnie: odkryliSmy, ze jest co$, co laczy wszystkie wielo$ciany,
ktérych powierzchnia po nadmuchaniu staje si¢ ,sferycznym balonikiem”. Jest
to jakas magiczna cecha, ktora odréznia te wielosciany od innych, ktoérych
powierzchnia po nadmuchaniu staje sie np. gumowa detka. Co wiecej, to nie

w naturze wielo$cianu, ale w naturze balonika lezy klucz do sekretu. A przeciez
wsferyczny balonik” moze przybieraé¢ bardzo rézne ksztalty (rys. 8), zaleznie od
tego, jak go $cidniemy. Dla kazdego z tych ksztaltow bedzie jednak spelniony
wzér Eulera! Ta obserwacja prowadzi nas do klasyfikacji balonikéw ze wzgledu
na odpowiadajaca im liczbe Eulera. Latwo znajdziemy te, dla ktérych liczba
Eulera jest rowna 2, 0, —2, —4 itd. ..

I oto jestedmy o krok od fundamentalnego wyniku.

Twierdzenie o klasyfikacji zwartych powierzchni dwuwymiarowych.
Kazda ograniczona dwuwymiarowa powierzchnia bez brzegu, ktéra jest

w ,,jednym kawaltku”, i o ktérej mozna powiedzieé, gdzie ma wewnetrzna,

a gdzie zewnetrzng strone, jest powierzchnia paczka ewentualnie z dziurami

w $rodku.

No, dobrze, a czy oprocz policzenia liczby dziur w powierzchni mozemy w inny
spos6b przekonad sie o tym, ile jest réwna liczba Eulera (tzw. charakterystyka
Eulera—Poincarégo) tej powierzchni? Owszem. Mozna, na przyklad, spowodowad,
by powierzchnia balonika porosta wlosami, a nastepnie gladko balonik uczesaé.
Detke zaczesa¢ mozna bez zadnej lysinki (rys. 10), ale ze sfera taka sztuka

sie nie uda. Na przyklad przy zaczesaniu z rysunku 11 mamy dwie tysinki

na biegunach. Biorac wokdél kazdej tysinki krzywa z okreslonym odpowiednio
kierunkiem ruchu (czasem zgodnie, czasem przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara — nie bedziemy tu wchodzi¢ w szczegdly), mozemy obliczy¢ tzw. indeks
lysinki, czyli to, ile obrotéw wykonaly wloski wzdtuz krzywej (jesli zgodnie

z kierunkiem obrotu zadanym na tej krzywej, to ze znakiem plus, jesli przeciwnie
— to z minusem; rys. 12). Zachodzi

Rys. 9

Twierdzenie Poincarégo. Liczba Eulera E jest réwna sumie indekséw
wszystkich tysinek na powierzchni
E = > indeks lysinkiA.
A € zbior lysinek
Jest to zadziwiajace twierdzenie, gdyz taczy ono wlasnos¢ calej powierzchni
(liczbe Eulera) z jej wlasnosciami lokalnymi (indeksy lysinek).

Gdyby kto$ nie chcial jednak czesaé¢ balonéw, moze liczbe Eulera
(charakterystyke Eulera—Poincarégo) obliczaé jeszcze inaczej, wykorzystujac
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Rys. 13

Rys. 14

tzw. krzywizne Gaussa. Zeby zrozumieé, o co chodzi, wyobrazmy sobie, ze
nasze baloniki pokryte sa sierscia, czyli wloskami dlugosci jeden, sterczacymi
prostopadle do powierzchni. Wezmy teraz punkt M i maly fragment powierzchni
wokél tego punktu o polu . Nastepnie zbierzmy ostroznie wloski z tego
fragmentu powierzchni i utézmy je tak, by wyrastaly z jednego punktu, wcigz
zachowujac swéj dawny kierunek (rys. 13). Wolne konice wloskéw wyznacza nowa
niewielka powierzchni¢ o polu N(g). Mozemy teraz okresli¢ krzywizne Gaussa
w punkcie M. Jej wartos¢ bezwzgledna jest réwna granicy

K(M) = lim M,

e—=0 ¢

przy czym z grubsza biorac znak plus mamy wtedy, gdy plaszczyzna styczna
do powierzchni w punkcie M lezy po jej jednej stronie jak deska na pitce,
a z minusem, gdy plaszczyzna ta rozcina powierzchie, jak w przypadku siodta
(rys. 14).

Okazuje sie, ze krzywizna Gaussa jest Scisle zwiazana z charakterystyka
Eulera—Poincarégo. Mowi o tym

Twierdzenie Gaussa—Bonneta. Sumujac (Scislej: catkujac) krzywizne Gaussa
po powierzchni i dzielac przez 27, otrzymujemy liczbe Eulera tej powierzchni

1
E = %/XK(M)dS.

Ci Czytelnicy, ktérzy nie wiedza, jak sie calkuje po powierzchni, moga mysleé¢
w ten sposéb: wykonujac powierzchnie balonu z papieru milimetrowego

i w kazdym milimetrowym kwadraciku wpisujac $rednia krzywizne Gaussa

w tym kwadraciku (jednostka jest milimetr), a nastepnie sumujac wszystkie
liczby, otrzymamy z bardzo dobrym przyblizeniem liczbe Eulera powierzchni
balonika pomnozona przez 2.

W ten sposéb od zabawy z balonem i mazakami mozna dojs¢ do takiej
matematyki, ktora raczej budzi szacunek.

M
D
A L B
Rys. 1
C
A
B

Rys. 2

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 651. Na szerokosci geograficznej pétnocnej © w kierunku pétnocnym ptynie rzeka
o szerokosci koryta L z predkoscia v. Obliczy¢ réznice poziomu rzeki na wschodnim
i zachodnim brzegu spowodowana sita Coriolisa (,hydrodynamiczny efekt Halla”).
Rozwigzanie na str. 12

F 652. Jak wiadomo, dwa idealne, skrzyzowane polaroidy nie przepuszczaja w ogdle

$wiatta. Pomiedzy nie wstawiamy N polaryzatoréw skreconych o m jeden

wzgledem drugiego. Ile swiatta przepuszcza taki uktad optyczny? Rozwazy¢ granice
przy N — oo.
Rozwigzanie na str. 5

Redaguje Waldemar POMPE

M 1108. Rozwiazaé w zbiorze liczb rzeczywistych uktad réwnan (n > 3)
T1+ X2 = T3

T2+ T3 = T4

Rozwiazanie na str. 4

M 1109. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L dziela odcinek AB

na trzy réwne czesci, a punkty M i N dziela odcinek C'D na trzy réwne czesci (rys. 1).
Wykazaé, ze pole czworokata o wierzchotkach K, L, M, N jest réwne 1/3 pola
czworokata ABCD.

Rozwiazanie na str. 16

M 1110. W czworokacie wypuklym ABCD wpisanym w okrag (rys. 2) zachodza
rownosci < ACB = 2 CAD oraz < ACD =2 BAC . Dowie$¢, ze BC + CD = AC.
Rozwigzanie na str. 16
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