O kulach i walcach niestaczajacych sie z réwni

Podczas trzynastej edycji Féte de la Science
demonstrowali$émy kule i walce o zaskakujacej wlasnosci:
potozone na réwni pochytej nie staczaly sie z niej, lecz
po wykonaniu kilku drgan nieruchomialy. Na fot. 1
pokazano walec i kule spoczywajace na nachylonej
powierzchni.

Fot. 1. Styropianowa kula i drewniany (pomalowany) walec
spoczywajace na réwni pochytej.

Za pomoca rowni pochytej i pitki do gry w koszykdowke
lub w ping-ponga tatwo jest sprawdzié, ze zazwyczaj
juz przy bardzo niewielkim kacie nachylenia « pilka,
ktéra poltozono na réowni, stacza sie. Niecodzienny
widok kuli, ktéra pozostaje na réwni w spoczynku,
budzil zdziwienie widzéw. Przygotowane przez nas
kule i walce nie staczaly sie z réwni nawet wowczas,
gdy kat a przekraczal 20°. Widzom odwiedzajacym
nasze paryskie ,ogrodowe” laboratorium zadawali$my
pytanie: Jak to mozliwe, by kula leZala nieruchomo

na pochytosci ? Zachecalidmy do stawiania hipotez i do
eksperymentowania, w szczegdlnosci do obserwacji
zachowania sie dziwnych kul i walcéw przy prébach
wprawienia ich w ruch lub utrzymania w spoczynku,
nie tylko na réwni pochylej. Nie ukrywajac faktu,

ze dziwnie zachowujace si¢ bryly zostaly przez nas
specjalnie przygotowane, nie pozwalaliémy jednak

na zajrzenie, co kryja w swych wnetrzach.

Pilka na réwni

Przeanalizujmy sily dzialajace na pitke, dzieki ktorym
stacza sie ona po réwni pochylej (rys. 1). Ziemia
przyciaga pitke sita grawitacji P. Oddziatywanie réwni
na pitke opisujemy za pomoca sily tarcia T, skierowanej
wzdluz rowni w gére, oraz sily reakcji sprezystej R
skierowanej prostopadle do réwni, réwniez ku gérze. Sity
T i R przytozone sa do pitki w miejscu jej zetkniecia

z réwnia. Czy mozliwe jest, by tréjka dzialajacych

na pitke sil: P, T'i R zapewniala jej réwnowage? Wynik
prostego doswiadczenia, w ktorym pitke kladziemy

na pochylodci, sugeruje, ze nie ma takiej mozliwosci.
Wiemy jednak, ze jesli zamiast pilki umieScimy na rowni
prostopadloécienny klocek, to dzialajace nan sity P, T’

i R beda si¢ rownowazy¢. Na przyktad zwykta gumka
do wycierania, potozona na pochytej deseczce, pozostaje
nieruchoma nawet przy kacie nachylenia bliskim 45°.
Gdy gumka jest w rownowadze, sila ciezkosci P jest
zrownowazona wypadkowa sit T'1 R. Gdy zwigkszy¢

kat nachylenia réwni, gumka zacznie sie zsuwac, gdyz
sita tarcia statycznego nie moze przekroczy¢ pewnej
wartosci.
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Rys. 1. Sity dzialajace na pitke (a) i na klocek (b), ktére potozono
na réowni pochytej. Pitka nie jest w stanie réwnowagi.
A dlaczego w przypadku pitki jest inaczej? Czemu pitka
na rowni nie jest w rownowadze? Aby wyjasni¢ ten fakt,
musimy odwotaé sie do pojecia momentu sity. Aby ciato
rozciagle, tj. takie, ktorego rozmiaréw nie zaniedbujemy,
bylo w réwnowadze, spelnione by¢ musza dwa warunki:
Suma sil dzialajgcych na cialo jest rowna zeru.
Suma momentow sil dzialajgcych na cialo jest réwna
ZETU.

Skoro zwykta pitka nie ma na rowni polozen réwnowagi,

to najwidoczniej nie jest mozliwe jednoczesne spetnienie

obu warunkéw. Istotnie, jesli przyja¢ zalozenie, ze

spelniony jest pierwszy z nich, dotyczacy sit, to

mozna wykazaé, ze nie jest spelniony drugi. Niech

P+T+R=0,czyli P=—(T+ R). Oznacza to,

ze sity P i (T 4+ R) stanowia pare sil, tzn. uklad sil

o rownoleglych kierunkach, réwnych wartoéciach

i przeciwnych zwrotach.

Jak pokazano na rysunku 2,

sily te dzialaja wzdluz

rownoleglych prostych,

7 ktérych odlegloéé wynosi
rsina, gdzie r to promien
kuli. Suma momentéw tych

sit wynosi Prsina i jest
rézna od zera (przyjmujemy,
zer>01a>0). Tak wiec

na pitke, ktoéra potozono

na réwni, dziataja sity,

ktére nie zapewniaja stanu
rownowagi. W konsekwencji
pitka stacza si¢ pod
wplywem dzialajacego na nia
momentu sil.
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Rys. 2. Jesli P = —(T + R), to
sity P i (T 4+ R) stanowia pare
sil, ktérej moment jest réwny
Prsin «.

Hipotezy

Widzowie uczestniczacy w imprezie stawiali rozmaite
hipotezy, usitujac wyjasni¢ utrzymywanie sie kul

i walcow na pochylosci. Najczedciej sugerowano, ze
zastosowane zostaly magnesy. Wysuwano rowniez inne
przypuszczenia: ze kula jest naelektryzowana, lub ze
zawiera specjalny gaz. Sugerowano nawet, ze we wnetrzu
kuli zamknieto jakie$ zwierze! Wiele z tych hipotez
udalo sie do$wiadczalnie odrzucic.

Widzowie namawiani przez nas do wykonywania
nastepnych doswiadczen z walcami i kulami spostrzegali,

*Instytut Probleméw Jadrowych



ze walec potozony nieruchomo na ptaskim podtozu
wykonuje drgania, toczac sie raz w jedna, raz w druga
strone. Najbardziej widowiskowe do$wiadczenie polegalto
na probie utrzymania styropianowej kuli na poziomo
wyciagnietej dloni. Eksperymentatorzy odczuwali

na wlasnej skorze, ze ta sama kula, ktéra pozostaje
nieruchoma na réwni, stacza sie z poziomo polozonej
podpory, jaka stanowi dlon. Najczesdciej to wlasnie
doswiadczenie naprowadzalo eksperymentatoréw

na wlasciwy $lad. Domyslano si¢ wéwczas lub
stwierdzano: jedna polowa kuli jest ciezsza od drugiej.

Niejednorodne bryty

Najwyzszy czas wyjawié¢, na czym polegal uzyty trick
sprawiajacy dziwne zachowanie si¢ kul i walcow: bryty
te nie byty jednorodne. Pojedyncza kule wytwarzano,
sklejajac dwie potkuliste czasze. Jednakze przed
sklejeniem do wewnetrznej Scianki jednej z nich
przymocowywano olowiany obciaznik. W sklejonej juz
kuli obciaznik znajdowal sie w znacznym oddaleniu od
srodka kuli (rys. 3), a $rodek cigzkosci tak wytworzonej
bryty lezal w pewnej odlegtosci g od jej srodka
geometrycznego (odleglosé te nazywamy mimosrodem).
W podobny sposéb przesunieto srodek ciezkosci walca:
kawalek olowiu umieszczono wewnatrz walca, w pewnej
odlegtosci od jego osi. Obciazniki zawarte w bryltach
pozostawaly niewidoczne dla widza.

styropian

drewno lub styropian

obciaznik

Rys. 3. Budowa kuli i walca z przesuni¢tymi srodkami cigzko$ci.
Walec potozono na rowni pochylej tak, ze jego o8
pozostawata pozioma. Na rys. 4 pokazano przekréj
walca dokonany plaszczyzna rownolegla do podstaw.
Widoczny okrag D o promieniu q stanowi zbiér
wszystkich punktéw, w ktérych moze znalezé sie Srodek
ciezkosci walca lezacego w ten sposob na réwni.
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Rys. 4. Sily dzialajace na walec z przesuni¢tym srodkiem ci¢zkodci,
polozony na réwni. Walec jest w stanie rownowagi trwatej.

Wyjasnijmy, dlaczego przesuniecie srodka ciezkosci
walca moze zapewnié¢ stabilno$¢ walca na réwni.
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Zauwazmy, ze gdy mimosrod jest odpowiednio duzy,
to Srodek ciezkosci moze znalezé sie dokladnie nad
punktem podparcia A. Sciglej: istnieja wowczas dwa
punkty okregu D, znajdujace sie nad punktem A;
oznaczono je By i By. Polozenia walca, w ktérych
jego érodek ciezkosci lezy w jednym z tych punktéw,
sg stanami réwnowagi. Zauwazmy, ze w obu stanach
réwnowagi sity P i (T + R) dzialaja wzdluz tej samej
prostej i w rezultacie suma momentoéw tych sit jest
rowna zeru, jesli tylko sily te maja jednakowa wartosc.

Szukajgc ekstremoéw energii

Gdy zwyktla kulka toczy sie po nieréwnej powierzchni,
zajmuje w koncu jakis dolek, dazac do zajecia polozenia
o najmniejszej energii potencjalnej. Egzemplifikacja tego
prawa na przykladzie walca (lub kuli) z przesunietym
srodkiem ciezkosci jest szczegdlnie pouczajaca.
Energetyczne rozwazania zacznijmy jednak od zwyklego
jednorodnego walca (lub jednorodnej kuli). Przyjrzyjmy
sie, jak zmienia sie grawitacyjna energia potencjalna E
tej bryly toczacej sie po réwni bez poslizgu. Kat 3,
ktéry tworzy z pionem pewna ustalona srednica walca
(rys. 5), przyjmiemy za parametr opisujacy jego
polozenie. Niech w chwili poczatkowej =01 E = 0.
Przy zalozeniu, ze pole grawitacyjne jest jednorodne,
energie potencjalna F oddzialywania ciala z Ziemia
wyrazimy wzorem

(1) E(B) = mgh = —(mgrsina) - B,

gdzie g jest wartoscia natezenia ziemskiego

pola grawitacyjnego, a wysoko$¢ h wyznaczamy

w odniesieniu do poziomu, na ktérym znajdowal sie
srodek walca w chwili poczatkowej. (Uwaga: Kat (3
wyrazamy w radianach, a droga, jaka przebywa srodek
walca przy obrocie o kat 3, wynosi r3). Zauwazmy, ze
funkcja E(3) jest liniowa, co zwiazane jest z faktem, ze
w rozwazanym przypadku srodek masy walca pozostaje
w niezmiennej odleglosci r od powierzchni réwni.

srodek masy

Rys. 5. Okreslenie kata 8. Gdy 8 = 0, punkty K i L pokrywaja sie,
a $rodek masy jest w najnizszym punkcie okregu D (rys. 4).
Zaleznosé E(f) komplikuje sie¢, gdy $rodek ciezkosci
walca jest przesuniety, czyli gdy ¢ > 0. Jedli zalozy¢,
ze w chwili poczatkowej érodek ten znajdowal

sie w najnizej potozonym punkcie okregu D, to
czysto geometryczne zwiazki prowadza do wzoru:

h = —(r@sina+ qcos (), i w konsekwencji

(2) E(B) = —mg(rfsina + qcos 3) =
= —mgr(fsina + g cos ).

Zauwazmy, ze oprocz wyrazu wystepujacego we wzorze



(1) wzér (2) zawiera dodatkowy czlon proporcjonalny
do cosinusa kata 3, wiec okresowo zmienny.

Przedstawmy wykres funkcji E(3) dla konkretnych
przykladéw rézniacych sie wartosciami ilorazu g/r.
Przyjmijmy: m = 1 kg, g = 9,81 m/s?, r = 10 cm,

a = 20° oraz trzy warto$ci mimosrodu: ¢ = 0 cm

(tj. walec z nieprzesunietym srodkiem ciezkosci),

2 c¢cm oraz 6 cm. Na rys. 6 przedstawiono wykresy
odpowiadajace tym przypadkom. Dla pierwszego

z nich liniowa funkcja E() nie ma zadnego ekstremum
ani punktu przegiecia, nie ma wiec takze polozenia
réwnowagi. Gdy ¢ = 2 cm, ¢/r = 0,2, a funkcja E(3),
choé¢ nieliniowa, pozostaje monotoniczna i nadal
brak jest polozenia rownowagi. Jednakze w trzecim
rozwazanym przypadku ¢/r = 0,6, a funkcja E(5)
ma minima (oznaczone na rys. 6 kétkami) i maksima
(oznaczone tréjkatami). Wartosciom kata 3, przy
ktorych wystepuja te ekstrema, odpowiadaja stany
réwnowagi.
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Rys. 6. Zalezno$é grawitacyjnej energii potencjalnej E od kata 8 dla
walca lub kuli nieslizgajacych si¢ po réwni.
Stan réwnowagi, w ktérym E(3) przybiera lokalne
minimum, jest stanem réwnowagi trwatej. W polozeniu
tym $rodek ciezkosci walca znajduje sie w punkcie By
(rys. 4), a fakt ten mozna sprawdzi¢ do$wiadczalnie,
zaznaczajac polozenie $rodka ciezkosci na jednej
z podstaw walca. Trwalos¢ réwnowagi oznacza, ze
walec, odchylony nieznacznie od tego potozenia, zmierza
do stanu, z ktorego zostal wytracony. Jesli jednak
wychylenie bedzie zbyt duze, to walec podazy ku
innemu polozeniu réwnowagi trwalej. Obszar otaczajacy
minimum energii potencjalnej nazywamy czasem
jama energii potencjalnej. Im jest ona glebsza, tym
wiecej energii trzeba, by wyprowadzi¢ ciato ze stanu
rownowagi. W przypadku walca z przesunietym
srodkiem ciezkosci gleboko$¢ (i szeroko$é) jamy mozna
w pewnych granicach regulowaé przez zmiane kata «.
Na przyklad, gdy o = 0 (réwnia pozioma), glebokosé
jamy wynosi 2mgq. Przy nachylaniu rowni, czyli
zwigkszaniu «, jama staje si¢ coraz to plytsza i zanika,
gdy punkty Bj i Bs pokrywaja sie.
Wartosciom kata 3, przy ktorych energia potencjalna
przybiera lokalne maksimum, odpowiada stan
réwnowagi chwiejnej (tréjkacik na rys. 6): walec
wytracony z tego stanu podaza ku innemu stanowi
rownowagi. W stanie rownowagi chwiejnej $rodek
ciezkosci walca znajduje sie w punkcie By. Podczas
doswiadczen wykonywano proby utrzymania walcow
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i kul w stanie rownowagi chwiejnej, zadanie to
okazywalo sie jednak réwnie trudne, jak utrzymanie
na palcu oléwka postawionego na ostrzu grafitowego
precika.

Stabilnosé¢ i rownowaga

W rozwiazaniach architektonicznych i technicznych
niemal nie stosuje sie stanéw réwnowagi chwiejne;j.
Zwykle wymagana jest wysoka stabilnos¢ — osiaga sie

ja, projektujac budowle i urzadzenia w taki sposéb,

by przyjmowaly stany réwnowagi trwalej z mozliwie
gltebokimi jamami energii potencjalnej. Jednakze istnieja
inne niekonwencjonalne sposoby zapewnienia stabilnosci.
Zanim przedstawimy jeden z nich, przypomnijmy,

ze stan réwnowagi to pojecie ogélniejsze niz stan
spoczynku. Cialo jest w réwnowadze nie tylko, gdy
spoczywa, lecz takze wtedy, gdy porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym.

Rozpatrzmy lot samolotu wyposazonego w stateczniki,
wychylaniem ktérych steruje pilot za pomoca drazka
sterowego. Uklad sterowania jest tak zaprojektowany,
by samolot byl samostateczny, tj. by utrzymywat swoj
prostoliniowy lot takze wtedy, gdy pilot pusci drazek.
Oznacza to, ze podczas lotu wykorzystywany jest stan
rownowagi trwalej.

Okazuje sie jednak, ze obnizajac samosterownosé
samolotu, lub nawet zupelnie z niej rezygnujac, mozna
uczyni¢ go bardziej zwrotnym i zmniejszy¢ opory

jego ruchu, a wiec takze zuzycie paliwa. Mozliwe jest
to jednak jedynie wéwczas, gdy bardzo niewielkie
odchylenia samolotu od stanu réwnowagi sa dostatecznie
szybko korygowane ruchem statecznikow i lotek.
Szybkosé i precyzja reakcji, jakie zapewni¢ moze

pilot, okazuja sie jednak niewystarczajace, wiec

do przeprowadzania (nieustannych) korekcji lotu
stosuje si¢ komputer. Umieszczone w samolocie
czujniki, m.in. przyspieszeniomierze i zyroskopy,
dostarczaja komputerowi danych o odchyleniach od
stanu réwnowagi, a program komputerowy zmienia
polozenie steréw tak, by lot byl stabilny. Tak wlasnie
dziala system ,fly-by-wire”, dzigki ktéremu wojskowe
samoloty (np. F22) sa zdolne do niesamowitych
manewrow, a takie jak F117 w ogdle moga latac. Istote
tego systemu mozna poréwnacé do czulego uktadu, ktory
wykrywajac odchylenie oléwka od pionu, analizowalby
kierunek i kat wychylenia i sterowalby ruchem reki tak,
by utrzymywaé oltéwek w stanie bardzo bliskim stanowi
rownowagi.

Inna skomplikowana konstrukcja jest Segway, rodzaj
elektrycznej hulajnogi na dwoéch kotach osadzonych

na wspolnej osi. Réwniez i to urzadzenie zachowuje
rownowage dzieki czujnikom wyznaczajacym

zmiany potozenia srodka ciezkosci, zyroskopom

i komputerowemu sterowaniu.

Przyklady te pokazuja, jak ciekawe moze by¢

pozornie proste zagadnienie stabilnosci i jak mozna
niekonwencjonalnie je rozwigzywaé. A zadanie okreslenia
polozen réwnowagi niejednorodnej bryly okazuje sie
nietrywialnym problemem, cho¢ do jego rozwiazania
wystarczaja klasyczne prawa statyki.



