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Rozwigzanie zadania F 651.
Zakladamy, ze przeplyw wody w rzece
jest stacjonarny (nie zmienia si¢
w czasie) i sily dzialajace na kazdy
element plynu réwnowaza sie. Réwnosé
sktadowych réwnolegtych do powierzchni
cieczy implikuje mgsina = Fcoor
gdzie Foor to skladowa sity Coriolisa.
Na szerokosci geograficznej © skladowa
wynosi Foor = 2wv sin © cos a - m,
stad gtg a = 2wvsin O, czyli
a = arctg(2wv sin © /g). Stad obliczamy,
ze h = L -tga, czyli
2wvL sin ©

. .
Np. dla Wisty jest to okolo 1 mm.

h =

O dwoch takich, co kolorowali mape
Tomasz BARTNICKI," Jarostaw GRYTCZUK *

Twierdzenie o czterech kolorach

Jest w matematyce wiele twierdzen, ktérych znaczenie jest o wiele

wieksze, anizeli tylko wynik w nich zawarty. Sa one swoistymi legendami

i najwyrazistszymi przedstawicielami réznych dziedzin matematyki. Aby jednak
twierdzenie (czy tez hipoteza) mialy szanse sta¢ si¢ taka legenda i na trwale
zapisac sie w historii matematyki, musza by¢ spelnione dwa podstawowe
warunki. Po pierwsze, teza takiego twierdzenia powinna daé si¢ sformutowac

w prostym, czasem wrecz potocznym jezyku zrozumialym nie tylko dla
specjalistow, ale takze dla przecigtnego odbiorcy zainteresowanego matematyka.
Po drugie, chyba wazniejsze, dowdd takiego prosto sformutowanego twierdzenia
nie powinien by¢ tatwo i szybko znaleziony. Im dtuzej twierdzenie pozostaje

rézne kolory?

Korzystajac z twierdzenia Eulera o wieloscianach,
nietrudno stwierdzi¢, ze 6 koloréw wystarcza. Nieco
bardziej zaawansowana technika mozna zmniejszy¢ te
liczbe do 5. Z drugiej strony istnieja mapy, dla ktérych
3 kolory to za malo. I tak sformutowano hipoteze,
ktora zdala sie potwierdzaé praktyka. Kazda mape

na plaszczyznie mozna poprawnie pokolorowaé przy
uzyciu czterech koloréw. Hipoteza szybko stala sie
stawna, gdyz mimo prostego sformulowania nijak nie
dawala sie¢ prosto udowodnié¢ ani tez obalic.

Pierwszy ,,dowod” podal w 1879 roku Alfred Bray
Kempe i od tej chwili $wiat nauki uznal problem za
rozwigzany, a autora dowodu uhonorowano nawet
wieloma zaszczytami. Jednak w 1890 roku Percy John
Heawood znalazt w dowodzie Kempego blad na tyle
powazny, ze nie dalo sie go usunac i tak twierdzenie

o czterech barwach z powrotem stalo sie hipoteza.

Po tym wydarzeniu zainteresowanie problemem
wzrosto wielokrotnie, przez kolejne dziesiatki lat

wielu matematykow zmagalo sie¢ z nim bezskutecznie.
Osiagano pewne czesciowe wyniki (na przyklad
podnoszono sukcesywnie liczbe panstw na mapie,

ktére na pewno dadza sie pokolorowaé 4 barwami),
analizowano coraz wieksza liczbe nowych przypadkow,
jednak formalny $cisty dowdd nadal pozostawal poza
zasiegiem ludzkich umystéw. Dopiero po uplywie

124 lat, w 1976 roku Kenneth Appel i Wolfgang

Haken przedstawili wielostronicowy dowdd polegajacy
na redukcji problemu do wielogodzinnej komputerowej
analizy okoto dwoch tysiecy pojedynczych przypadkow.
Wigcej szczegbdtow historycznych Czytelnik znajdzie w Delcie 6/2004.
Zamiast spodziewanego uczucia ulgi i radosci, ze ponad
stuletni problem zostal w konicu rozwiazany, rozpetala
sie prawdziwa burza na pograniczu matematyki

hipoteza, im wiecej stynnych matematykéw bezskutecznie poszukuje dowodu,
tym wieksza szansa, ze przejdzie ono do historii jako twierdzenie-legenda.

Mozna by zaryzykowaé stwierdzenie, ze kazda dziedzina matematyki ma

w swoim dorobku co najmniej jedno takie twierdzenie. W teorii grafow jest

nim twierdzenie o czterech barwach, ktorego historia sigga roku 1852, kiedy to
student Francis Guthrie, wiedziony czysto praktycznymi pobudkami, postawit
swemu wykltadowcy, Augustowi De Morganowi, nastepujace pytanie: jaka jest
najmniejsza liczba koloréw, ktéra wystarcza do pokolorowania dowolnej ptaskiej
mapy w taki sposob, aby kazde dwa panstwa, ktore graniczg ze soba, otrzymaly

i filozofii. Zaczeto stawia¢ fundamentalne pytania,

co wlasciwie moze by¢ uznane za dowdd twierdzenia,
czy dowdd niemozliwy do weryfikacji przez cztowieka
moze by¢ uznany za wiarygodny i dla kogo wlasciwie
dowodzimy twierdzenia: dla ludzi czy dla komputeréw.
Na domiar ztego okazalo sie, ze dowdd 6w zawiera
kilka istotnych luk. Jednak po kolejnych poprawkach

i redukcji liczby przypadkow do zaledwie kilkuset oraz
kolejnej publikacji matematycy uznali twierdzenie

o czterech kolorach za udowodnione, choé¢ pewien
niedosyt pozostal i jeszcze z pewnoscia wielu
matematykow nie spocznie w wysitkach w poszukiwaniu
y,2dowodu z Ksiegi” lub choéby takiego, ktérego
weryfikacja nie bedzie wymagaé uzycia komputera.

Kolorowanie map jako gra

W przeszlosci czesto zdarzalo sie tak, ze skomplikowanie
prostego problemu lub sformulowanie go w ogélniejszej
postaci prowadzilo do jego rozwiazania (bylo tak

np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata). W roku

1981 profesor nauk politycznych z Uniwersytetu
Nowojorskiego, Steven Brams, wiedziony nadzieja, ze
da si¢ w ten sposob znalezé¢ inny, tatwiejszy dowdd
twierdzenia o czterech kolorach, postanowil problem
kolorowania map nieco skomplikowaé¢. Wpadt on

na pomysl, zeby kolorowanie danej mapy odbywalo sie
jako dwuosobowa gra o bardzo prostych regutach.

Niech dwaj gracze, Jacek i Placek (oryginalnie
Minimizer i Maximizer), na przemian koloruja regiony
(panstwa) zadanej mapy, majac do dyspozycji ustalony
(ten sam dla obu) zbidr koloréw. Gre rozpoczyna
Jacek i jego celem jest takie wybieranie regionéw

i koloréw, aby cata mapa zostata w koncu poprawnie
pokolorowana. Natomiast jego przeciwnik, Placek, chce
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za wszelka cene temu zapobiec. Jednak obu graczy
obowiazuje ta sama regula, ze w kazdym momencie
gry regiony, ktore granicza ze soba, musza mie¢ nadane
rézne kolory. Jacek zwycieza, gdy cala mapa zostala
poprawnie pokolorowana, Placek zas w przeciwnym
przypadku.

Idee Bramsa opublikowal w 1981 roku Martin Gardner
w swojej rubryce w ,,Scientific American”, stawiajac
jednoczesnie pytanie, jaka jest najmniejsza liczba
koloréw, ktora zapewni Jackowi zwycigstwo na dowolnej
mapie. Pokazanie, ze 4 kolory mu nie wystarcza, jest
proste. Wystarczy jako mape wzia¢ model szedcianu,
strategia Placka za$ polegaé¢ bedzie na tym, ze w swoim
ruchu koloruje on zawsze Sciane przeciwlegly do tej,
ktora uprzednio pokolorowal Jacek, uzywajac do tego
celu nieuzytego weczesniej koloru.

W jednym z kolejnych numeréw Lloyd Shapley
pokazal, ze réwniez 5 kolorow nie zagwarantuje Jackowi
zwyciestwa. Tym razem gra toczy sie na modelu
dwunasto$cianu foremnego. Strategia Placka ponownie
polega na tym, aby kolorowaé przeciwlegla Sciane, lecz
tym razem robi on to zawsze tym samym kolorem,
ktorego uzyt Jacek w poprzednim ruchu. Patrzac

na dwunasto$cian foremny, latwo zauwazy¢, ze Jacek
jest zmuszony w kolejnych swoich ruchach uzywaé
nowego koloru, a co za tym idzie — nie jest w stanie
wygra¢ gry na 5 kolorach.

W nastepnym numerze Robert High podat przyktad
20-$ciennej mapy (ponownie byt to model bryly),

dla ktorej nawet 6 koloréw nie zagwarantuje Jackowi
zwycigstwa. Jednocze$nie postawil hipoteze, ze

7 koloréw wystarczy Jackowi do zwyciestwa na kazdej
mapie, cho¢ z drugiej strony nie bylo nawet wiadomo,
czy jakakolwiek skoniczona liczba koloréw moze mu to
zagwarantowaé¢. Wiecej publikacji na ten temat nie bylo,
wiec hipoteza Higha pozostala otwarta.

W 1991 roku Hans Bodlaender opublikowal prace

,O zlozonosci pewnych gier w kolorowanie”, w ktorej
opisal dwuosobowa gre w kolorowanie wierzcholtkéw
dowolnego skonczonego grafu. Gracze nosza tym

razem imiona Alice i Bob, lecz reguly gry sa grafowym
odpowiednikiem regul Bramsa. Autor wprowadzil
ponadto parametr x,(G) zwany rozgrywana liczba
chromatyczna (ang. game chromatic number),

a zdefiniowany jako najmniejsza liczba koloréw, dla
ktorej Alice (Jacek) ma zwycieska strategie na grafie G.
Postawit tez hipoteze, ze x4 jest skonczona na klasie
wszystkich graféw planarnych, ktére sa odpowiednikiem
map na plaszczyznie. Nie pokusil sie jednak o podanie
zadnej stalej, ktora mialaby byé ograniczeniem, mimo ze
High prébowal ja podaé juz 10 lat wczesnie;j.

Po tej publikacji specjalidci z teorii graféw zywo
zainteresowali si¢ problemem gry w kolorowanie.

W 1994 roku Hal Kierstead i William Trotter
pozytywnie zweryfikowali hipoteze Bodlaendera,
podajac pierwsze gérne oszacowanie: x4(G) < 33 dla
kazdego grafu planarnego G. Obalili przy okazji hipoteze
Higha, znajdujac graf planarny, dla ktérego 7 koloréw
nie gwarantuje Alice zwycigstwa.

W 5 lat pdézniej ukazuje sie praca Thomasa Dinsky’ego
i Xudinga Zhu, w ktérej podaja oni zaskakujaco
prosty i elegancki dowdd nieco lepszego oszacowania
Xg¢(G) < 30. Wkrétce Zhu obniza to oszacowanie do 19,
uzywajac skomplikowanej metody aktywacji. Nastepnie
Kierstead poprawia ten wynik o 1. Aktualny rekord
wynosi 17 koloréw i nalezy ponownie do Zhu. Biorac
pod uwage dystans pomiedzy 8 a 17, oraz rosnaca
komplikacje stosowanych technik dowodowych, nalezy
sadzi¢, ze wyscig ten niepredko si¢ skonczy i pewnie
jeszcze dhugo przyjdzie nam czekaé¢ na ostateczne
rozwiazanie tego intrygujacego problemu.

Watek sensacyjny

Przy tej okazji warto wspomnie¢ o pewnym niecodziennym fakcie. Ot6z

we wszystkich publikacjach traktujacych o grze w kolorowanie graféw jako
tworca gry podawany jest Bodlaender, mimo ze 10 lat wczesniej, gre te wymyslil
Brams. Rzecz jasna, matematycy zawsze oddaja nalezna cze$é¢ twércom
oryginalnych probleméw, a ze tym razem tak sie nie stalo, wynika po prostu

w kolorowanie.

z faktu, iz zaden z autoréw publikacji nie mial pojecia o Stevenie Bramsie i jego
pomystach opublikowanych w czasopi$mie popularnonaukowym.

Niedopatrzenie to zostanie juz wkrétce naprawione. Pierwszym krokiem w tym
kierunku jest niniejszy artykul, , Delta” zas jest prawdopodobnie pierwszym
czasopismem na Swiecie, w ktérym cala historia zwiazana z gra w kolorowanie
zostaje przedstawiona. Autorom udalo sie takze nawigzaé¢ bezposredni kontakt
zaré6wno z Bramsem, jak i Kiersteadem oraz Zhu, ktoérzy zapowiedzieli, ze juz
w kolejnych swoich publikacjach wspomna o pierwszym autorze pomystu na gre

Najzabawniejszy w calej sprawie wydaje sie jednak fakt, ze, jak nam doniost
z nieklamanym zalem S. Brams, przez wiele lat usitowal on zainteresowaé¢ wielu

matematykow tym problemem, jednak bez rezultatu. Nasuwa si¢ wiec refleksja,
ze by¢é moze warto czesciej siega¢ po czasopisma popularne typu ,,Delta” czy
,Swiat Nauki”, gdyz moga si¢ one okazaé¢ prawdziwg skarbnica pomystow

i zrédlem inspiracji do powaznych rozpraw naukowych.
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