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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 505, 506
Redaguje Marcin E. KUCZMA

505. Trojkat rownoboczny zostal podzielony prostymi rownoleglymi do jego
bokéw na 36 tréojkatéw przystajacych. Linie podzialu (wraz z bokami duzego
trojkata) tworza siatke, po ktorej pelzaja zuki; w chwili poczatkowej w kazdym
wezle siatki znajduje sie jeden zuk. W jednostce czasu kazdy zuk przemieszcza
sie z wezla siatki na wezel sasiedni, po czym zakreca w lewo lub w prawo o 60°

Barttomiej Dyda — Wroctaw 42,96
Zbigniew -

Sewartowski — Wieliczka 42,66
Tomasz Warszawski — Krakéw 40,38
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39,35
Piotr Kumor — Olsztyn 39,07
Zbigniew Galias — Krakéow 38,09
Jerzy Cisto — Wroctaw 35,81

lub 120°. Czy z tych warunkéw wynika, ze w pewnym momencie dwa zuki

spotkaja sie w jednym punkcie?

506. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwno$é

a4

b ct d*

a’ + a?b + b3 +

501. Oznaczmy przez O wspoélny srodek danych okregéw.
Dtugosci bokéw i przekatnych czworokata OAB1C1 spelniaja
nieréwnos¢ Ptolemeusza

R-|ACi|<r-|BiCi|+ R - |ABy].
Cykliczne przesuniecie oznaczen (A, B, C, D) daje trzy
analogiczne nieréwnosci. Dodajemy je wszystkie stronami,
przenoszac wyrazenia z czynnikiem R na jedng strone:

R (|AC1| + |BD:| + |CA:| + |DB |-
—|AB1| = [BC1| = |CD1| - DAL ) <

<re (|BICI| + |C1D1| 4 |D1A1| 4 |A1 By
Poniewaz |AC:| — |BC1| = |AB| (itd.), uzyskana nieréwnosé
moéwi, ze
R - obwdéd(ABCD) <r - obwéd(A1B1C1D1).

W mysl zatozenia, zachodzi tu réwnosé. To znaczy, ze
czterokrotnie zastosowana nieréwnosé Ptolemeusza byta
za kazdym razem réwnoscia, czyli ze czworokaty OAB,C1,
OBC1D1, OCDy1 A1, ODA;B1 maja okregi opisane. Dla
czworokata OAB1Cy otrzymujemy stad réwnosci katow:

[XOAC:| = |xOB1Ci], [|XOAD|=|xOCB|.
Skoro zas trojkat OB1C1 jest réwnoramienny, te cztery
katy sa réwne, a wiec pétprosta AO™ potowi kat
DAB. Analogicznie, pétproste BO™, CO™, DO~ sa
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b3 +b2¢c+c3

).

n n a+b+c+d
S+Rd+d3  B+d2a+ad” 3 '

Zadanie 506 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

501. Dane sa dwa wspélérodkowe okregi o promieniach R, r (R > r). Wypukly czworokat ABC' D
jest wpisany w mniejszy okrag, a pétproste AB~", BC™, CD™, DA™ przecinajg wickszy okrag
odpowiednio w punktach Cy, D1, A1, By; przy tym stosunek obwodéw czworokatéw Ay B1Cy D1

i ABCD wynosi R/r. Obliczyé te obwody.

502. Wykazad, ze dla prawie wszystkich liczb naturalnych n istnieje przedstawienie liczby 1
w postaci sumy odwrotnosci szescianéw n liczb naturalnych.

dwusiecznymi pozostatych katéw czworokata ABCD,

ktory wobec tego jest kwadratem wpisanym w okrag

o promieniu 7. Jego obwdd wynosi 4rv/2, a obwdd wickszego
czworokata (ktory tez jest kwadratem) jest réwny 4Rv/2.

502. Indukcja ze skokiem o 7: jezeli da si¢ przedstawic
jedynke jako sume n utamkéw

1 1
x$ x5,
to da sie ja tez przedstawié¢ jako sume n+7 takich utamkéow:
1 1 1
l=—+... 4 —4—+8 ———.
gL T Gy

Aby uzyskaé teze zadania, wystarczy wskazaé siedem
kolejnych liczb naturalnych, dla ktérych istnieje zadane
przedstawienie. Jesli dla pewnych liczb catkowitych x, v,z >0
zachodzi réwnosé

1\3 1\3 1\3
b= (2) v (3) e (6) ’
to liczba n = z + y + 2z jest ,dobra”. Biorac jako (z,y, z)
kolejno tréjki (7,2, 11), (4,13,4), (5,9,9), (2,20,2), (6,5,14),
(3,16, 7), otrzymujemy odpowiednio n = 20, 21, 23, 24, 25, 26;
a dla n = 22 mamy przedstawienie

o () e ()

Start indukcji gotowy.
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Termin nadsylania rozwiazan:

Zadania z fizyki nr 402, 403
Redaguje Jerzy B. BROJAN

402. Samochdd wyposazono w opony, ktérych wspétczynnik tarcia statycznego

wzdtuz kierunku jazdy wynosi (na pewnym ustalonym podtozu) fi = 0,5, w kierunku
prostopadtym do kierunku jazdy f2 = 0,8, a gdy sita tarcia jest skierowana pod katem
a wzgledem kierunku jazdy, wspotczynnik tarcia statycznego jest dany wzorem f =

fi cos? o + f2 sin? a.

a) Jesli samochdd jedzie w strone dlugiej prostopadtlej Sciany, to jak najlepiej uniknaé
zderzenia: hamujac wzdtuz linii prostej, czy skrecajac bez hamowania?

b) Czy skrecajac i jednoczesnie hamujac mozna uniknaé zderzenia lepiej (tzn. przy
wigkszej predkosci poczatkowej lub przy mniejszej odlegtosci od przeszkody), niz w obu
powyzszych przypadkach?

c¢) Czy dobierajac nacisk na hamulec i kat skrecenia kierownicy tak, aby kat o zmienial

il

sie w czasie jazdy, mozna lepiej uniknaé zderzenia, niz dla stalej wartosci a7

Poréwnanie dotyczy optymalnego wyboru w zakresie kazdej z tych metod, tzn.
najlepszego statego kata « i najlepszego przebiegu zmian tego kata. Rozmiary
samochodu nalezy uznaé¢ za male w poréwnaniu z przebytymi odleglosciami.

Rys. 1
W przypadku podlizgu sita tarcia silnie maleje, dlatego zaktadamy, ze hamowanie
‘ﬁ: poslizgiem kontrolowanym nie bedzie skuteczne.
10° 7 403. Dwa jednakowe kondensatory ptaskie o pojemnosci C' polaczono réwnolegle.

Rys. 3

sin ¢

Rys. 4
398. Przyjmijmy kierunek osi z jako pionowy, a rzut

obrazu Stonica na plaszczyzne poziomsg niech lezy na osi x.
Przechyt powierzchni wody w ptaszczyznie zz o kat v
spowoduje zmiang kierunku promienia odbitego o 2,

a poniewaz takie odchylenie moze nastapi¢ zaréwno w gore,
jak i w dét, wiec natychmiast otrzymujemy (3 = 4 = 8°.
Nieco trudniejsza jest analiza odchylenia poziomego.

W tym celu zrzutujmy na ptaszczyzne yz jednostkowy
wektor o kierunku promienia padajacego i zalézmy, ze
powierzchnia wody jest nachylona w tej wtaénie pltaszczyznie
(zob. rys. 4). Diugos¢ rzutu jest réwna sin ¢, a po odbiciu
jego sktadowa wzdtuz osi y bedzie — dla matych katéw v

— réwna 2vsin . Z drugiej strony, wizualne poszerzenie
odbicia zgodne z rysunkiem 1 jest réwnowazne obréceniu
promienia odbitego o kat (1/2)a wokél osi z (jest to

prawda dla niezbyt duzych katéw ¢). Poniewaz sktadowa
wspomnianego wektora jednostkowego wzdtuz osi x wynosi
cos , wiec po tym obrocie jego sktadowa wzdtuz osi y
wyniesie (1/2)a cos ¢ (dla malych katéw «). Z przyréwnania
27y sin p = (1/2)a cos p znajdujemy a = 4ytge = 1,4°.

399. Pierwszy amperomierz wskazuje zawsze wartosé
skuteczna natezenia pradu, tzn. I; = \/ 12 (kreska nad
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Obliczy¢ pojemnos¢ tego uktadu kondensatoréw, jesli jedng z oktadek jednego z nich

wsunieto miedzy oktadki drugiego w potowie odlegtosci miedzy nimi, a powierzchnia
1 czedci wsunigtej wynosi 2/3 catkowitej powierzchni oktadki (rys. 1). Gruboé¢ oktadek
I i efekty brzegowe (wynikajace z ich skonczonych rozmiaréw) nalezy pominaé.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2005

t Przypominamy tre$¢ zadan:

398. Po jeziorze biegna liczne drobne fale, ktérych kierunki zmieniaja si¢ dowolnie, a maksymalne
nachylenie powierzchni wody wynosi v = 2°. Obserwujemy odbicie w wodzie Storica, ktére jest

na wysokoéci ¢ = 10° nad horyzontem. Ocenié rozmycie katowe odbitego obrazu Sltonca, wzdluz osi
»w poprzek” (kat o na rysunku 2) i ,wzdtuz” (kat 3).

399. Amperomierz przeznaczony do pomiaru natezenia pradu zmiennego moze dziatac

na nastepujacych zasadach: 1) mierzyé $redniag warto$é kwadratu natezenia pradu (poprzez

np. pomiar sily wzajemnego oddzialywania dwéch cewek), 2) mie¢ wbudowany prostownik
27, dwupoldéwkowy pradu i mierzyé amplitude natezenia pradu wyprostowanego, 3) mie¢ wbudowany
prostownik dwupoléwkowy i mierzy¢ érednig warto$¢ natezenia pradu wyprostowanego. Mamy
trzy amperomierze Ay, Az i A3 dzialajace wedlug powyzszych zasad, przy czym skala wszystkich
amperomierzy jest tak dobrana, ze w przypadku pradu o przebiegu sinusoidalnym wskazuja one
warto$é skuteczng natezenia. Jakie bedg wskazania amperomierzy A i As, je$li amperomierz A,
wskazuje 1 A, a prad jest a) staly, b) o przebiegu jednopotéwkowym (tzn. polowa sinusoidy, rys. 3),
¢) o przebiegu piloksztaltnym (rys. 3)7

symbolem oznacza $rednia warto$é¢). Drugi amperomierz
wskazuje Io = a|l|max, gdzie stala a jest dobrana zgodnie

z warunkiem dopasowania do sinusoidy, czyli a = 1/ V2.
Trzeci amperomierz wskazuje I3 = bm, a poniewaz $rednia
warto$¢ dodatniej potéwki sinusoidy o amplitudzie 1 wynosi
2/, wiec b= m/2v/2.

a) Dla pradu stalego otrzymujemy natychmiast
L=1/vV/2A=0,707T A, Iy = 7/2v/2 A = 1,11 A.

b) Dla przebiegu jednopotéwkowego o amplitudzie Iy $rednia
warto$¢ kwadratu natezenia pradu obliczona dla ,czynnej”
potéwki wynosi %Ig, czyli dla calego przebiegu I2 = I3 /4.
Stad Iy = Io/2, czyli I =2 A, I, = v/2 A = 1,41 A. Aby
obliczy¢ I3 zauwazmy, ze dla ,czynnej” potéwki srednia
warto$é¢ natezenia pradu wynosi %7 czyli dla calego
przebiegu m = Ip/m. Podstawiajac b i Iy znajdujemy

Is = % A =0,707 A.

c¢) Dla przebiegu pitoksztaltnego o amplitudzie Io
$rednia wartos¢ kwadratu natezenia pradu wynosi

I3/3, wicc I = Iy/+/3. Drugi amperomierz wskaze
zatem I = /3/2 A = 1,22 A. Poniewaz m = %Io, wiec

Is=2./3/2 A =0,962 A.



