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Instytut Informatyki UW od paru lat organizuje otwarte internetowe konkursy
programistyczne. Do 2004 roku nazywaly sie one ,,Pogromcy Algorytméow”,

w tym roku konkurs ten mial nowa nazwe ,,Potyczki Algorytmiczne”. Zadania,
z ktorymi mierzg sie zawodnicy, sa zréznicowanej trudnosci, ale te z ostatniego
dnia kazdych zawodéw sa zazwyczaj dos¢ trudne, na poziomie olimpiad
informatycznych. W 2004 roku zaproponowalem zadanie, ktore Komitet Gltowny
Olimpiady Informatycznej uznal za nieco zbyt trudne na olimpiade i tak stato
sie ono jednym z zadan finalowej rundy ,,Pogromcow”.

Taniec gordyjski to tradycyjny bajtocki taniec tanczony przez dwie pary
tancerzy. Poczatkowo tancerze stoja w wierzchotkach kwadratu ABCD,
w dwoéch parach: A-B i C-D. Kazda z par rozciaga miedzy soba sznurek.
Tak wiec na poczatku oba sznurki sa rozciagniete poziomo i réwnolegle
do siebie (rys. 1).

Taniec sklada si¢ z ciagu ruchéw, z ktérych kazdy moze by¢ ruchem
nastepujacego rodzaju:

e (S5) Tancerze stojacy w punktach B i C' zamieniaja sie miejscami
(nie puszczajac swoich sznurkéw) w ten sposéb, ze tancerz stojacy w punkcie
B podnosi reke ze sznurkiem do gory i idac do punktu C', przepuszcza
tancerza idacego z punktu C' do B przed soba, pod swoja reka (rys. 2).

e (R) Wszyscy tancerze wykonuja obrét o 90 stopni w prawo, nie puszczajac
sznurkéw, czyli tancerz, ktory stal w punkcie A, idzie do punktu B, ten,
ktory stal w punkcie B, idzie do punktu C, ten, ktory stal w punkcie C, idzie
do punktu D, a ten, ktory stal w punkcie D, idzie do punktu A.

W trakcie tanca sznurki placza sie ze soba, jednak na koniec tanca powinny
zostac rozplatane i znowu by¢ rozciagniete poziomo i rownolegle do siebie.
Tancerze nie musza przy tym staé¢ na tych samych miejscach, na ktérych stali
na poczatku. Taniec ten wymaga od tancerzy duzej wprawy, gdyz w trakcie
tanca sznurki moga by¢ bardzo splatane i ciag ruchow, ktéry prowadzitby do ich
rozplatania i rozciagniecia poziomo i rownolegle do siebie, moze by¢ trudny

do odgadniecia.

Na podstawie ciagu juz wykonanych ruchéw Twdj program powinien wyznaczy¢
minimalng liczbe ruchéw pozwalajacych zakonczy¢ taniec.

Przyktadowo, po wykonaniu ciggu ruchéw S.S otrzymujemy konfiguracje
z rysunku 3.

Najkrétszy ciag ruchéw, ktéry pozwala zakonczy¢ taniec, ma dtugos$é 5 i jest
nim RSRSS (rysunki 4-8).

Napisz program, ktéry:

e wezyta ze standardowego wejscia opis ciggu wykonanych ruchéw w tancu,

e wyznaczy minimalna liczbe ruchéw potrzebnych do rozplatania sznurkdéw
i rozciagnigcia ich poziomo i réwnolegle do siebie (po wykonaniu tych ruchéw
tancerze nie musza znajdowaé sie na swoich poczatkowych pozycjach),

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.
W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisana jest jedna dodatnia liczba
catkowita n réwna liczbie wykonanych ruchéow, 1 < n < 1000000. W drugim

wierszu zapisane jest jedno slowo dlugosci n zlozone z liter S i/lub R. Kolejne
litery tego slowa reprezentuja kolejno wykonane ruchy w tancu.

Twoj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie w pierwszym
i jedynym wierszu jedna liczbe catkowita — minimalna liczbe ruchéw (S i/lub R)
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koniecznych do rozplatania sznurkow i rozciagniecia ich poziomo i réwnolegle
do siebie.

Postepujac w sposéb opisany w tresci zadania, mozna niezle zaplataé¢ sznurki.
Mite z kolei jest to, ze wykonujac w odpowiedniej kolejno$ci wspomniane
operacje, zawsze jestedmy w stanie dojs¢ do stanu wyjéciowego, co wcale nie
jest oczywiste i co wkrotce wykazemy. Pamigtajmy tu od razu o zastrzezeniu
czynionym w tresci zadania, ze przy identyfikowaniu weztéw to, kto trzyma
sznurki, jest nieistotne, podobnie jak to, ktory sznurek jest gdzie i w ktora
strone jest skierowany. Méwiac Scislej, abstrahujemy od nieistotnych réznic —
interesuje nas jedynie rodzaj wezta. Tak samo wygladajace wezly uznajemy za
rownowazne niezaleznie od tego, kto, gdzie i jak trzyma konce sznurkdéw. Za to
zwracamy uwage na to, czy wezet jest ulozony pionowo, czy poziomo.

O klasyfikacje wszystkich takich wezlow, jakie zdefiniowano w zadaniu, jak
réwniez wielu innych, pokusil si¢ znakomity matematyk John H. Conway (inicjal
drugiego imienia jest o tyle istotny, ze zyje w tej chwili dwéch matematykow

o tym samym pierwszym imieniu i nazwisku — to dla tych, ktorzy zechca

w Internecie poszukaé¢ wiecej o dzialalnosci ,naszego” Conwaya, a warto!). John
H. Conway znany jest szeroko jako twérca gry LIFE, najpopularniejszego chyba
automatu komérkowego. Jego twierdzenie o charakteryzacji tangli (tak nazwatl
wezly wystepujace w naszym zadaniu) jest niezwyklej wprost urody. A ze moze
by¢ podstawa rozwiazania, przedstawimy je tu z radoscia.

Do tego potrzebne bedzie nam pojecie izomorfizmu,
jedno z podstawowych poje¢ w calej matematyce.
Intuicyjnie oznacza ono nierozréznialno$é¢ pewnych
obiektow, jesli ograniczymy sie do obserwowania, co
zadany zestaw operacji (lub ogdlniej relacji), ktére beda
okreslone na obiektach dwdch zbioréw, z tymi obiektami
wyczynia. Algebrg A = (A, 01,...,0,) nazwiemy zbiér A
wraz z zestawem operacji o1, ..., 0,. Zbiér A nazwiemy
no$nikiem algebry A. Dwie algebry moga by¢ rézne,
mimo ze ich nosniki sa identyczne. Na przyklad algebry
(R, +), (R, =), (R, +, *) saq wszystkie rézne. Dla dwdch
zadanych algebr dobrze jest wiedzie¢, czy zachowuja sie
tak samo. Oczywiscie, aby algebry uznaé za tak samo
sie zachowujace, konieczne jest, aby operacji w kazdej

z nich byto tyle samo i zeby odpowiadajace sobie
operacje mialy po tyle samo argumentow. Bedziemy tez
zadali, zeby nosniki algebr byly tak samo liczne, czyli
zeby istniata funkcja réznowartosciowa odwzorowujaca
jeden zbidr na drugi.

Jezeli, na przyklad, przyjeliby$my za nosnik jednej
algebry zbiér liczb rzeczywistych dodatnich, a drugiej
ujemnych, a w obu algebrach bylaby okreslona jedna
operacja dodawania, to mozna by znalezé¢ funkcje

f Ry — R_, ktora tak sparuje elementy tych dwéch
zbioréw, ze wykonanie dodawania w jednym zbiorze da
wynik, ktéry ta funkcja przeniesie na wynik dodawania
obrazéw argumentéw. Innymi stowy

f(x1+122) = f(21) +2 f(22).

Indeksy przy znakach dodawania podkreslaja to, ze
dodawanie odbywa sie w innych dziedzinach, cho¢

z punktu widzenia catego zbioru liczb rzeczywistych
jest to to samo, co zwykle dodawanie. Taka funkcja to
np. f(x) = —z. Réwnie dobra bylaby zreszta funkcja
g(x) = —2x. Zauwazmy tez, ze gdyby$my dolaczyli
jeszcze operacje odejmowania (nie zawsze okreslona,
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bo czasami wynik ucieka poza dziedzine), to réwniez
nie sposéb byloby odrézni¢ wspomniane algebry od
siebie: operacja odejmowania bylaby okreslona w zbiorze
R} dla argumentéw x1, ze wtedy i tylko wtedy, gdy
bytaby okreslona w zbiorze R_ dla argumentéw

f(x1), f(z2) i w takim przypadku, podobnie jak

dla dodawania, dawalaby izomorficzne wyniki dla
izomorficznych argumentéw, czyli f(z1 —1 x2) byloby
réwne f(x1) —2 f(22). Ustalajac izomorfizm dwoch
algebr, musimy wskazaé, ktére elementy nosnika
pierwszej algebry odpowiadaja ktorym elementom
drugiej (u nas odpowiednio$é te wyznacza np. funkcja
f(z) = —x) oraz ktérym operacjom pierwszej algebry
odpowiadaja ktére operacje drugiej (u nas operacji

+1 odpowiada operacja +3, a operacji —; operacja

—. Powiemy zatem, ze algebry (R, 41, —1) oraz

(R_, +2, —2) sa izomorficzne, gdyz ustaliliSémy stosowne
odpowiednio$ci miedzy no$nikami i operacjami obu
algebr, ktore daja odpowiadajace sobie wyniki.

Gdybyémy dotaczyli do zbioru operacji w obu algebrach
mnozenie, to takie algebry nie bylyby izomorficzne,
gdyz w algebrze drugiej mnozenie byltoby operacja
niedajaca rezultatu dla zadnych argumentéw — wynik
wykraczalby poza dziedzine. Wystarczyloby wowczas
zapyta¢ o wynik mnozenia dla odpowiadajacych

sobie elementéw, np. w pierwszej algebrze 1 x 2

byloby réwne 2, natomiast w drugiej (—1) * (—2)
bytoby dzialaniem nieokre$lonym, zatem ustyszawszy
obie odpowiedzi, wiedzielibysmy, o ktorej algebrze
rozmawiamy. Te algebry bylyby zatem nieizomorficzne.

Tutaj mieliSmy do czynienia z do$é¢ prosta funkcja
ustalajaca izomorfizm. ,Swiaty” tych dwoch algebr byty
jak gdyby wzajemnym lustrzanym odbiciem wzgledem
funkcji f(z) = —x. Czasem taki izomorfizm nie jest
oczywisty. Zauwazmy, ze algebry (R, , x) oraz (R, +)



sa izomorficzne, a funkcja ustalajaca taki izomorfizm
jest np. funkcja f(x) = log, x. Funkcja logarytm jest

bowiem réznowartosciowa i ,na”, a ponadto zachodzi
wzor

flxxy) = f(z)+ f(y).

Zapytajmy jeszcze, po co w ogdle rozwazaé izomorfizmy.

Okazuje sie, ze nawet gdy dwie algebry sg izomorficzne,
moze si¢ okazaé, ze wykonywanie operacji w jednej

z nich jest technicznie prostsze niz w drugiej. Zatem
mozemy zyskaé¢ mozliwosé wykonywania operacji

w tej z algebr, w ktérej sie to robi prosciej. Jesli tylko
umieliby$my w prosty sposéb ttumaczy¢ z nosnika
jednej algebry w nosnik drugiej i na odwrét, to majac
do wykonania dziatanie w algebrze ,trudniejszej”,
mogliby$my przettumaczy¢ argumenty za pomoca
funkcji f ustalajacej odpowiednio$¢ miedzy no$nikami,
wykonaé prostsze dziatanie i za pomoca funkcji f~!,
odwrotnej do f, uzyska¢ wynik w oryginalnej algebrze.
Pamietajmy, ze funkcja odwrotna zawsze istnieje: wszak
f musi by¢ 1-11 ,na”.

Wszyscy sie chyba zgodzimy, ze dodaje sie prosciej,

niz mnozy. Zatem, jesli umiemy szybko logarytmowaé

i antylogarytmowaé, to zamiast zmudnego mnozenia
mogliby$my postapi¢ nastepujaco. Szukajac wyniku
mnozenia x przez y, znajdujemy ich logarytmy,
dodajemy je i szukamy liczby, ktérej logarytmem
bylby otrzymany wynik dodawania. Tak zreszta
postepowano przez pare wiekéw, od czasu gdy

Napier wynalazl logarytmy i utozyt ich tablice, ktore
pozwalaly szybko znajdowaé zaréwno logarytmy,

jak i antylogarytmy. Dziatania te wykonywano

w sposéb przyblizony, ale do wielu celéw wystarczajaco
dokladny. Na tej zasadzie dzialal tez suwak
logarytmiczny — podstawowe narzedzie inzynieréw epoki
przedkalkulatorowe;j.

Ten caly wstep byt potrzebny, aby przedstawié
rozwiazanie naszego zadania za pomocs tej samej
techniki. Zauwazmy bowiem, ze wezly tworza algebre:
nosnikiem sg wszystkie rodzaje wezléw, a operacjami
dwie figury taneczne, ktére przeksztatcaja wezty

w wezly — obie sa operacjami jednoargumentowymi.
Wykorzystamy tu twierdzenie Conwaya, ktére
skomplikowana algebre weztéow ,tlumaczy” w prosta
algebre liczb wymiernych z nieskonczonoécia

i z dwiema szczegdlnymi operacjami. Pierwszy krok
rozwiazania polega na znalezieniu odpowiednikéw
figur tanecznych w lepiej wyobrazalnej algebrze liczb
wymiernych. Rozszerzmy wiec zbior liczb wymiernych
o nieskonczono$¢ i rozwazmy, jako nosnik naszej
algebry, zbiér Q. = Q U {00}, gdzie @ jest zbiorem
liczb wymiernych. Zbiér Q., nazwiemy zbiorem liczb
superwymiernych. Operacjami superwymiernymi,
odpowiadajacymi operacjom S i R z algebry wezléw,
beda s(z) =z + 11 r(z) = —1. Zakladamy tu, ze
r(0) = 00, 7(00) = 0 oraz s(oc0) = oco. Poczatkowy uklad
poziomych weztéw odpowiadal bedzie liczbie 0. Nasza
algebra Q. = (Qwo, 1, 8) okazuje si¢ by¢ izomorficzna
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z algebra wezlow, w ktérej nosnikiem sa wszystkie
rodzaje weztéw mozliwych do otrzymania za pomoca
operacji R 1.5, a te dwie jednoargumentowe operacje
sa jedynymi rozwazanymi. To jest wlasnie trescia
twierdzenia Conwaya, ktorego dowodu nie bedziemy
tu przytaczali. Wykonujac w odpowiedniej kolejnosci
operacje s i r, mozemy z zera uzyska¢ dowolng liczbe
superwymierna. Wykonujac analogiczne ciagi operacji S
i R, mozemy uzyska¢ wszystkie wezly zgodnie z trescia
zadania. Kazdy z tych wezléw moze wiec uzyskaé
unikalny numer zwany numerem Conwaya i bedacy
odpowiadajaca mu liczba superwymierna. Réznym
weztom odpowiadaja rézne numery Conwaya i na
odwrdét: réznym liczbom superwymiernym odpowiadaja
rozne wezly. Zauwazmy przy okazji, ze wykonanie
dwoch kolejnych operacji 7 po sobie na liczbach
superwymiernych jest identycznoscia, podobnie jak
wykonanie dwoch operacji R na weztach: dwukrotny
obrét o 90 stopni jest symetria $rodkowa, ktéra nie
zmienia wezlta, a jedynie zamienia miejscami polozenia
koncow oraz tych, ktorzy te konce trzymaja.

Zobaczmy na kilku przyktadach, jak to wszystko dziata.
Uktad poczatkowy to 0. Wykonanie operacji R prowadzi
nas do wezla ,nieskonczonosé”, jako ze r(0) = occ.
Powtérne wykonanie R oznacza powrdt do zera, bo
(r(o0) = 0). Zatem wezly calkowicie rozplatane poziome
i pionowe odpowiadaja liczbom 0 i co. Przy okazji: dla
uktadu pionowego wykonanie operacji S nie zmienia go,
gdyz s(00) = 0.

Jak wyglada sytuacja po wykonaniu pojedynczego S

w stanie wyjSciowym na weztach? Ano wezel, ktéry
uzyskujemy, ma numer 1, bo s(0) = 1. Zgodnie

z twierdzeniem Conwaya tylko jeden wezel ma numer
jeden i aby go rozplata¢, nalezy za pomoca operacji s i r
przeksztalci¢ jedynke w zero. Zauwazmy, ze w tym celu
wystarczy wykonaé ciag r - s, bo s(r(1)) = s(—1) = 0.
Latwo sprawdzié, ze faktycznie wykonanie kolejno
operacji R, a potem S doprowadzi nas do wezla
wyjsciowego.

Gdybyémy wykonali dwa razy S, tak jak w przykladzie
z tredci zadania, otrzymaliby$my wezel o numerze 2.
Najprostsza metoda rozwiklania go bedzie taka, ktora
za pomoca minimalnej liczby operacji r i s przeksztalci
dwdjke w zero. Zaczynamy wiec od

or, Ll o s
Poniewaz ciag operacji rsrss w algebrze liczb
superwymiernych przeksztalca liczbe 2 = s(s(0))
w 0, wiec ciag operacji RSRSS w algebrze wezléw
doprowadzi nas od wezla S(S(0)) do punktu
wyjsciowego.

Teraz rozplata¢ mozemy kazdy wezel, korzystajac

z izomorfizmu naszych algebr. Majac ciag zaplatan
zlozony z operacji S i R, obliczamy numer otrzymanego
wezla przez wykonanie analogicznego ciagu operacji s

i r na liczbach superwymiernych, a nastepnie
przeksztalcamy otrzymany numer mozliwie krotka



sekwencja operacji s i r doprowadzajaca do zera.
Rozwigzaniem bedzie dlugo$c¢ tej sekwencji.

Sprowadziliémy zatem nasz problem do nastepujacego:
jak majac dang liczbe superwymierna, mozliwie szybko
uzyskac¢ zero za pomoca operacji s i r? Zachtanny
algorytm, ktéry liczby dodatnie bedzie natychmiast
zamienial na ujemne za pomoca operacji r, a na
liczbach ujemnych bedzie wykonywal operacje s tak
dtugo, az otrzymamy liczbe nieujemna, okazuje sie by¢
tu optymalny. Wiadomo, ze z wyjatkiem sytuacji, gdy
zaczynamy od wezta oo, czyli pionowych sznurkéw,
ostatnim ruchem rozwiazania musi by¢ s. Zatem
bedziemy atakowali zero od dotu: naszym celem
powinno by¢ osiagniecie w miare szybko ujemnej
liczby calkowitej, a nastepnie wykonanie odpowiedniej
liczby s-6w. Zrobimy to w taki sposob, ze mianowniki
kolejnych liczb ujemnych, powstatych po wykonaniu
operacji r, beda malaly do jednoéci. Ostatnia liczba
utamkowa dodatnia w rozwiazaniu powinna by¢
postaci % dla pewnego k i koncowka algorytmu

bedzie wygladata tak, ze po uzyskaniu —k wykonamy
k-krotnie operacje s. Z kolei liczbe % mozna uzyskaé
tylko za pomoca operacji s (inaczej bezsensownie
wyskoczyliby$my z ,dobrej” ujemnej liczby catkowitej).
Nizej pokazemy, ze podana metoda daje zawsze
minimalna liczbe ruchéw rozplatujaca wezel.

Mozemy wiec zastosowaé nastepujacy algorytm. Niech
l/m bedzie liczba wymierna lub minus nieskonczonoscia
reprezentujaca zaplatanie sznurkéw.

1. if [ = 0 then exit

2. else if (I/m > 0) V (m = 0) then (I, m) := (—m,I)

// (operacja R)
3. elsel:=Ilmodm //(ciag operacji S)

Udowodnimy, ze ten algorytm prowadzi do rozplatania
sznurkéw za pomoca minimalnej liczby ruchéw.

Wzér 1. Dla liczb naturalnych ! > 0im >0

(1) I = (—m)mod(l + m)
Dowéd wzoru 1
I=(—m)mod(l+m)=-m-— L:L—W:HJ (I4+m)
l+m=— {H—mmJ (1 +m)

|
[

Lemat 1. Algorytm sie zatrzymuje.

Dowéd lematu 1. Wykazemy, ze dla dowolnej

liczby wymiernej ujemnej postaci —%, dla i,m > 0,
wykonywanie kolejnych krokéw algorytmu doprowadzi
nas w koncu do wartosci x = 0. Jesli m = 1, to po
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[-krotnym wykonaniu s dostaniemy zero. Jesli zas

m > 1, to wykonujac kroki algorytmu, dojdziemy

do innej liczby wymiernej —I’/m/, takiej ze m’ < m.
Niech bowiem 2 = —[/m oraz [ > 01im > 1. Dla

r < 0 wykonujemy ciag operacji s i po jego wykonaniu
dojdziemy do sytuacji, gdy x po raz pierwszy stanie

sie wicksze od zera. Niech wtedy x = l;/m, gdzie

m >l > 0. Teraz wykonujemy R i mamy x = —m/l;.
Mianownik zmalal, a utamek jest ujemny. Zatem zawsze
po wykonaniu ciagu S, az do uzyskania liczby dodatniej,
zakonczonego jednym R, dostaniemy utamek ujemny

o mniejszym mianowniku. Nie mozna w nieskonczonosé
zmniejsza¢ dodatniego mianownika. Zatem po
skoniczonej liczbie krokéw mianownik stanie si¢ rowny 1,
a to, jak wiemy, doprowadza do zatrzymania catego
algorytmu.

Lemat 2. Algorytm wykonuje minimalng liczbe krokéw.

Dowéd lematu 2. Mozliwe sa nastepujace ruchy dla
[#0,m>=0.

e m =015 — zly oczywiscie, bo nie zmienia wezla,

e m=01R — dobry, bo w jednym ruchu doprowadza
nas do zera. Szybciej nie mozna.

el m>01i8—zly.

Wykonajmy S, a potem tak, jak kaze algorytm,
i pokazmy, ze ta sekwencja nie jest najkrotsza. Mamy
bowiem
I/m— (l+m)/m—
— —m/(l+m) —
= ((=m) mod(l + m))/(1 +m) " = )
=1/(l4+m)—
— —(+m)/1—
= ((—=(l+m))modl)/l =
= ((—m)mod1)/I,
czyli 5 krokow. Lepsza sekwencja, po ktérej dochodzimy
do tej samej liczby, jest

I/m— —m/l — ((—m)modl),

co wymaga 2 krokow.

e/, m>0iR - dobry,
em>0,1<0iS — dobry,
em>0,1<0iR —zly.

Niech bowiem [y = —I > 0, po wykonaniu R mamy

x = m/l;. Teraz wykonanie R nie ma sensu, gdyz
wrécimy do stanu poprzedniego, wykonanie S jest zle
(m/h > 0)

Zatem wystarczy jeszcze wykazaé, ze jakikolwiek zty
krok nie prowadzi do optymalnego rozwiazania. Jesli
bedziemy wykonywaé tylko S dla liczby dodatniej,

to nigdy nie dojdziemy do rozplatania, bo bedziemy
zwigkszaé liczbe dodatnig i nie osiggniemy zera.
Zalézmy wiec, ze po zlym kroku S (dla liczby
dodatniej) kiedy$ wykonamy R, czyli tak jak nakazuje
algorytm. Wykonanie dobrego kroku po zlym to juz



przypadek rozpatrywany wczesniej — zawsze mozna,
lepiej wyj$¢ na niewykonywaniu tego ostatniego .S,
tylko pdjsciu na skroty. Jesli wiec S bylto wykonane
dla liczby dodatniej, to tylko zwiekszylto niepotrzebnie
liczbe krokow konieczna do rozplatania. Dla operacji

R jest jeszcze tatwiej, gdyz R?* nic nie daje,

a R?k*1 = R. Sensowne jest zatem wykonywanie jedynie
pojedynczych R przetykanych S-ami. Podsumowujac:
R-y nalezy wykonywa¢ tylko jednokrotnie, a S-y tylko
dla liczb ujemnych. I tak wlasnie dziala nasz algorytm,
wiec dochodzi najszybciej do stanu koncowego.

Wiemy juz, jak dojé¢ do rozwiazania koncowego,
pozostaje wiec zliczy¢, ile potrzebujemy ruchéw. Jesli
algorytm wykonuje operacje R, to zwigkszamy licznik

o 1, gdy za$ wykonuje S (wlasciwie ciag operacji S),
dodajemy do licznika || = || (ulamek jest ujemny). Rzecz

L
m

jasna, zakresy danych wymuszaly implementacje wlasnej
arytmetyki umozliwiajacej wykonanie tych dziatan.

Przy wykorzystywaniu dowodu lematu 2 widaé, iz
podczas zaplatywania operacja S zwigksza liczbe krokow
algorytmu o co najwyzej 3. Liczba operacji S w ciagu
wejsciowym jest oczywiscie nie wieksza niz jego dlugosé.
Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi wiec O(n), gdzie n
jest dlugoscia ciagu podanego na wejsciu.

Zadanie to pokazuje, jak przywykli do mys$lenia
abstrakcyjnego (liczby sa wszak abstrakcyjne),

a nie przywykli do platania realnych weztéw, lepiej
poruszamy sie w Swiecie abstrakcji, cho¢ przeciez
mogloby by¢ zupelnie odwrotnie: jakies plemie biegle
w tancach gordyjskich mogtoby tlumaczy¢ dzieciom
liczby wymierne w druga strone. Patrz synku! Liczba
% to tak, jakby$ zrobil SSRS ...

"

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 649. Zasada zachowania energii oraz pedu zabrania zamiany fotonu w pare
elektron — pozyton. Taka przemiana jest jednak mozliwa, jesli w reakcji

uczestniczy inna, ciezka czastka o masie M. Jaka minimalna energia fotonu jest
potrzebna, by reakcja zaszta? Mase elektronu m. traktowac jako dana.

F 650. Dwa identyczne kondensatory plaskie o powierzchni plytek A

i tadunku @ oraz odleglosci miedzy plytkami d polaczone sa jak na rysunku 1.

Zmniejszamy odleglo$¢ miedzy plytkami jednego z kondensatoréw. Jak zmienia
sie energia catkowita uktadu? Poréwnaé z sytuacja pojedynczego natadowanego

kondensatora. Ile wynosi sita przyciagania oktadek kondensatora?

+Q +Q
Rozwiazanie na str. 22
dI A A Id
-Q -Q
Rys. 1
D Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Waldemar POMPE
M 1105. Przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABC' D przecinaja

sie w punkcie P. Punkty K i L sa odpowiednio srodkami przekatnych AC'
i BD (rys. 2). Punkt @ jest takim punktem, ze czworokat K PLQ jest
rownolegtobokiem. Udowodni¢, ze

Rys. 2

z punktéw B;.

Rys. 3

10

Rozwiazanie na str. 24

[ABP] + [CDP] = 2[BCQ)],

gdzie [ XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwiazanie na str. 18

M 1106. Danych jest dziesie¢ liczb naturalnych dwucyfrowych. Dowies¢, ze
spoérod tych liczb mozna wytoni¢ dwa takie rézne podzbiory, ze sumy liczb
w obu podzbiorach sa jednakowe.

Rozwiazanie na str. 22

M 1107. Punkt P lezy wewnatrz (2n)-kata wypuklego A; As ... A, i nie

nalezy do zadnej z jego przekatnych. Proste A1 P, As P, ..., As, P przecinaja
obwdd danego wielokata po raz drugi w punktach Bj, Bo, ..
dla n = 3). Wykazaé, ze na pewnym boku danego (2n)-kata nie lezy zaden

., Bay, (zob. rys. 3



