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Logo jest srodowiskiem, w ktérym mozna znakomicie uczyé sie, jak radzi¢

sobie ze zlozonoscia. W tym artykule omowie trzy rozwiazania zadania
o wadze szalkowej z finalu Mazowieckiego Konkursu Informatycznego

Andrzej Walat, Osrodek Edukacji

2000 (dla uczniéw dawnej szkoly podstawowej) i na tym przykladzie

Informatycznej i Zastosowan Komputeréw przedstawie techniki ujarzmiania ztozonosci.

w Warszawie

Zadanie o wadze szalkowej

Jedli mamy po jednym odwazniku o masie

1 kg, 3 kg, 9 kg itd. az do 3" kg, to mozemy

na wadze szalkowej odwazy¢ kazdy ciezar, ktorego
masa w kg jest liczba catkowita z zakresu od 0
do1+34...43"1itow dodatku tylko w jeden
sposob. Na przyktad, zeby zrownowazyé ciezar

11 kg, trzeba na jednej szali potozy¢ dany ciezar

i odwaznik 1kg, a na drugiej szali — odwazniki 9 kg
i3 kg.

Zdefiniuj funkcje ZRW :mc, ktéra dla danej masy
ciezaru, bedacej liczbg calkowita dodatnia,
wyznacza odwazniki, ktore trzeba polozy¢

na szalach wagi, zeby zréwnowazy¢ dany ciezar.
Wynikiem funkeji ma byé dwuelementowa lista.
Pierwszym jej elementem powinna by¢ lista mas
odwaznikow, ktore nalezy potozy¢ na jednej szali
z danym ciezarem, a drugim elementem — lista mas
odwaznikow, ktére nalezy potozy¢ na przeciwnej
szali. Obie te listy powinny by¢ uporzadkowane
malejaco.

Przyktady
Poprawnym wynikiem
wyrazenia; Jest:
ZRW 101 [[9 1][81 27 3]]

ZRW 282 [[][243 279 3]]

Rozwiazanie 1

Uzywajac 3 odwaznikéw o masie 1, 3 oraz 9 kg,
mozna zréwnowazy¢ na wadze szalkowej kazdy
ciezar, ktérego masa mc w kg jest liczba calkowita
z zakresu od 0 do 13 wlacznie. Na przyktad:

e ciezar 10 kg mozna zréwnowazy¢, ktadac
na przeciwnej szali odwazniki [9 1],

e ciezar 11 kg mozna zréwnowazy¢, kltadac na tej
samej szali odwaznik 1, a na przeciwnej [9 3.
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Najwigkszy ciezar, jaki mozna zréwnowazy¢

za pomocy czterech odwaznikéw 1, 3, 9, 27, to
14349427 =40. Ale czy kazdy cigzar o masie
mc od 0 do 40 da si¢ odwazy¢, jesli mamy tylko te
4 odwazniki?

e Kazdy od 0 do 13 kg tak, bo wtedy wystarcza 3
odwazniki: 1, 3 oraz 9.

e Kazdy od 14 do 27 kg tak, bo po potozeniu
na przeciwnej szali odwaznika 27 kg trzeba bedzie
zrownowazy¢ 27 —me < 13; a to mozna osiagnac,
uzywajac odwaznikéw 1, 3 oraz 9.

e Kazdy od 28 do 40 kg tak, po polozeniu
na przeciwnej szali odwaznika 27 kg i wtedy
trzeba bedzie zrownowazy¢ mc — 27 < 13 kg;
a to mozna osiggnaé, uzywajac odwaznikéw 1,
3 oraz 9.

Podobnie mozna wykazaé, ze za pomoca 5
odwaznikow 1, 3, 9, 27, 81 mozna zréwnowazy¢
na wadze szalkowej kazdy ciezar, ktérego masa mc
w kg jest liczba caltkowita nie wigksza niz 121, itd.

Problem zréwnowazenia ciezaru o danej masie jest
prosty, jesli ta masa jest nieduza, np. nie wigksza
niz 13 albo jeszcze lepiej 4. Jednak jesli masa
ciezaru jest bardzo duza, problem staje sie ztozony.
Sposobem na ztozonosé¢ jest redukcja ztozonoSci.
Problem zréwnowazenia ciezaru o duzej masie
mozna zredukowaé¢ do problemu zréwnowazenia
cigzaru o odpowiednio mniejszej masie. Trzeba

w tym celu znalez¢ najciezszy (maksymalny)
odwaznik mo, jakiego musimy uzy¢, by zréwnowazy¢
dany ciezar (to nie jest takie trudne) i polozy¢ go
na przeciwnej szali.

e Jesli mc = mo, to koniec, ciezar jest zrownowazony.

e Jesli mc > mo, to trzeba jeszcze zrownowazy¢
mniejszg mas¢ mc — mo.



e Jesli mo > mc, to trzeba zrownowazy¢ mniejsza
mase mo — mc, nadmiar na przeciwnej szali.

Ten pomyst redukeji ztozonego przypadku

do prostszego zostal wykorzystany w rozwiazaniu,
na ktore sktadaja sie 4 procedury przedstawione
na ponizszym wydruku.

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc MODW :mc
JuzZ

0TO BALANS :mc :mo
JESLI :mc = :mo [WYNIK LISTA [] ( LISTA :mo )]
JESLI :mc > :mo [WYNIK DOPW :mo ZRW :mc - :mo]
WYNIK DOPW :mo WSPAK ZRW :mo - :mc

JuzZ

0TO MODW :mc
NIECH "PTG3 1
NIECH "SPTG3 1
DOPOKI [:mc > :SPTG3] [PRZYP "PTG3 3 * :PTG3
PRZYP "SPTG3 :SPTG3 + :PTG3]
WYNIK :PTG3
Juz

0TO DOPW :EL :PARA
WYNIK LISTA PIERW :PARA NAP :EL OST :PARA
Juz

Pozioma kreska oddziela dwie podstawowe
procedury okreslajace ogdlny plan dziatan oraz
dwie pomocnicze procedury — srodki realizacji
planu.

Procedura BALANS okresla sposéb redukcji
zagadnienia zréwnowazenia cigzaru do prostszego
zagadnienia zréwnowazenia mniejszego ciezaru.
Musi ona mie¢ dwie dane: mc — mase ciezaru oraz
mo — mas¢ maksymalnego odwaznika, jakiego trzeba
uzy¢, by zrownowazy¢ dany ciezar.

Funkcja — ZRW znajduje wynik, wywolujac BALANS
z dwiema danymi: mc — masa cigzaru oraz MODW :mc
— masa maksymalnego odwaznika, jakiego trzeba
uzy¢, by zrownowazy¢ dany ciezar.

Trzeba jeszcze wyjasni¢, w jaki sposéb funkcja MODW
wyznacza swoja warto$¢ — mase maksymalnego
odwaznika, jakiego trzeba uzy¢, by zréwnowazy¢
dany cigzar. Wyjasnie to na przyktadzie. Zatézmy,
ze chcemy wyznaczy¢ mase maksymalnego
odwaznika, jakiego trzeba uzy¢, by zréwnowazy¢
ciezar o masie 101 kg. W tym celu bedziemy
obliczali kolejne potegi liczby 3 (wartos$ci PTG3) oraz
kolejne sumy poteg liczby 3 (wartosci SPTG3) tak
dtugo, dopdki dana masa 101 bedzie wigksza niz
wartos¢ SPTG3.
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PTG3 | SPTG3 Koficowa wartosé¢ PTG3 — w tym

1 1 przypadku 81 — to szukany
maksymalny odwaznik. W taki

3 4 sam sposOb funkcja MODW znajduje

9 13 wynik w dowolnym przypadku.

27 40 Trzeba dodaé, ze funkcje MODW,

81 121 jak prawie wszystko, mozna

zdefiniowaé na wiele sposobéw.
Mozna np. wykorzystaé spostrzezenie, ze kolejna
wartos¢ SPTG3 — to zawsze potrojona poprzednia
wartos¢ plus 1.

0TO MODW :mc
NIECH "SPTG3 1
DOPOKI [:mc > :SPTG3] [ PRZYP "SPTG3 3 * :SPTG3
+ 1]
WYNIK :SPTG3 - (:SPTG3 -1 ) / 3
JUZ

Funkcje MODW mozemy zdefiniowaé jak tylko

nam sie spodoba (byle poprawnie), nie ma to
zadnego wplywu na nasz ogdélny plan — tresé
funkcji ZRW oraz BALANS. Tak samo, jak zmiana
elementu ztozonej konstrukcji, np. okien, nie
wplywa na ogélny plan budowli (pod warunkiem,
ze elementy zachowuja ustalone parametry, np.
rozmiary). Taka separowalnos¢ czesci rozwiazania
zadania jest cecha dobrego programowania.

Ostatnia z czterech funkcji sktadajacych sie

na rozwigzanie DOPW musi mie¢ dwie dane: jakis
nowy element EL oraz liste dwoch list PARA. Jej
wynikiem jest dana lista dwéch list z nowym
elementem dopisanym na poczatek drugiej listy.

Rozwigzanie 2

Prawie kazde zadanie mozna rozwiaza¢ na 1001
réznych sposobow. Mysl o tym jest pocieszajaca.
Jesli moze by¢ tak wiele réznych pomystéw
rozwiazania zadania, dlaczego przynajmniej jeden
z nich nie miatby wpa$é do mojej gtowy?

Skorzystamy z rady pochodzacej z ksiazeczki
George’a Polyi Jak to rozwigzac.

»Jesli nie mozesz rozwigzaé postawionego zadania,
sprobugj najpierw rozwigzac jakie$ zadanie pokrewne.
Czy nie mogtbys wymysli¢ bardziej dostepnego
zadania pokrewnego?”

Owszem, mogliby$my. Mogliby$my, na przyktad,
zalozy¢, ze dysponujemy nie po jednym tylko
odwazniku o masie 1, 3, 9, 27,... kg, ale mamy
po dwa odwazniki kazdego rodzaju. Nietrudno
zauwazy¢, ze w takim przypadku kazdy ciezar,
ktéorego masa mc w kg jest nieujemng liczba
catkowita, mozna zréwnowazy¢, ktadac odwazniki
wylacznie na przeciwng szale niz ciezar. Zeby



je wyznaczy¢, wystarczy znalezé zapis liczby mc
w systemie trojkowym.

Na przyktad liczba 667 =2-243 +2-8140-27 +
+2-94+0-3+1-1 ma zapis trojkowy 220201.
Oznacza to, ze cigzar o masie 667 kg mozna
zrownowazy¢, ktadac na przeciwnej szali: 2
odwazniki 243 kg, 2 odwazniki 81 kg, dwa
odwazniki 9 kg oraz 1 odwaznik 1 kg. Ten przyktad
pokazuje, jak tatwo mozna rozwigza¢ wymyslone
przez nas pokrewne zadanie. No dobrze, ale czy
mozna to wykorzysta¢ do rozwigzania naszego
oryginalnego zadania? Tak, i to bardzo prosto.
Popatrzmy na zapis zréwnowazenia ciezaru 667 kg
w postaci nastepujacego rysunku-tabelki:

2 2101(12|0]1
243 | 81 | 27
0 0(01j0(0]0

Gorny wiersz tabeli wskazuje, jakie odwazniki
leza na przeciwnej szali niz cigzar, a dolny — jakie
razem z cigzarem (aktualnie zadne). Jest to dobre
rozwigzanie pokrewnego zadania, ale nie zadania
oryginalnego, poniewaz nie dysponujemy dwoma
odwaznikami o masie 9 kg ani 81 kg. Mozemy za to
ktas¢ odwazniki takze na szalce razem z cigzarem.
Zamiast 2 odwaznikéw 9 kg, mozemy potozyé

na przeciwnej szalce niz cigzar 1 odwaznik 27 kg
oraz 1 odwaznik 9 kg na szalce razem z cigzarem.
W ten sposob otrzymamy nastepujaca sytuacje
réwnowagi:

2 2110|101
243 18112719131
0 0(01(1(0]0

Teraz trzeba co$ zrobi¢ z dwoma odwaznikami

81 kg na szalce przeciwnej niz ciezar. Podobnie jak
poprzednio, zdejmiemy je, a za to dotozymy na tej
samej szali 1 odwaznik o masie 243 kg oraz razem

z cigzarem 1 odwaznik o masie 81 kg:

3 0110|101
243 |81 1279
0 170 (1]0]0

W ten sposob milczaco zakladamy, ze pozyczylismy
skads trzeci odwaznik 243 kg, ale tylko na chwile,
zaraz go oddamy. Zdejmiemy z szalki trzy
odwazniki 243 kg i zamiast tego potozymy

1 odwaznik 729 kg:

1 0O j]0|1]0f0]1
729 1243 |81 27931
0 0 170 (1]0]0

Teraz mamy sytuacje réownowagi i kazdy odwaznik
od 1 do 729 zostal uzyty co najwyzej 1 raz.

Na jednej szalce mamy ciezar 667 kg i odwazniki
o tacznej masie 81 kg + 9 kg = 90 kg, razem

757 kg. Na drugiej szali: 729 kg + 27 kg + 1 kg.

Ten sposéb postepowania, zilustrowany
przyktadem, nietrudno zapisaé¢ w postaci
odpowiednich procedur w Logo znajdujacych
szukane zrownowazenie dowolnego ciezaru. Mozna
go takze na wiele sposobéw udoskonali¢. Tego
jednak tutaj nie bedziemy robili, pozostawiajac
to zadanie zainteresowanym Czytelnikom.
Czasem warto przeanalizowaé rézne mozliwe idee
rozwiazania problemu nie po to, zeby je do konca
wykorzystac, zrealizowa¢ w postaci procedur

w jakim$ jezyku programowania, ale po to, zeby
lepiej, wszechstronniej zrozumieé problem i by¢
moze dzieki temu odkry¢ inne pomysty.

Rozwigzanie 3
W tym przypadku takze skorzystamy z rady
George’a Polyi.

wJesli nie mozesz rozwigzac¢ postawionego zadania,
to ... czy nie moglbys wymyslic¢ jakiegos bardziej
ogdlnego zadania?”

Zdefiniujemy funkcje BALANS, ktéra musi mieé¢ dwie
dane:

e dowolna potege p liczby 3 oraz

e mase ciezaru mc dang jako wielokrotnosé p,

a jej wynikiem jest zréwnowazenie cigzaru
okreslone w postaci listy dwéch list, tak jak tego
wymagamy od funkcji ZRW.

Funkcja BALANS jest uogélnieniem ZRW, bo wynik
ZRW dla dowolnej catkowitej masy ciala mc mozna
otrzymad jako wynik BALANS z ustalona wartoscia
drugiego parametru 1:

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc 1
JUzZ

Zalézmy, ze mamy dang mase cigzaru bedaca
wielokrotnoscia mc potegi p liczby 3.

Jak w takim przypadku znalezé odpowiednie
zrownowazenie (balans)? Oczywiscie w szczegdlnie
prostym przypadku, gdy mc = 0, balans osiagamy,
nie ktadac na obu szalach nic; wynikiem powinna
by¢ lista dwéch pustych list: [[1[1].

W bardziej ztozonym przypadku, gdy mc nie
jest zerem, mozemy obliczy¢ reszte z dzielenia
mc przez 3 i zredukowaé¢ odpowiednio problem,
zaleznie od otrzymanej reszty.



Jedli reszta = 0, to zadanie redukuje sie¢ do
znalezienia wyniku:
BALANS ILORAZC :MC 3 3 * :P.

Jesli reszta = 1, to trzeba znalezé

BALANS ILORAZC :MC 3 3 % :P — jest to lista dwdch
list — i do prawej z tych dwoéch list dopisaé

na koniec :p.

Gdy reszta = 2, to trzeba potozy¢ odwaznik

0 masie p razem z ciezarem i znalezé
zrownowazenie odpowiednio wigkszego o p ciezaru.
Trzeba znalez¢ BALANS ( ILORAZC :MC 3 ) + 1 3 x :P
— jest to lista dwoch list i do lewej z tych dwoch
list dopisaé¢ na koniec :p.

Pelnym rozwiazaniem zadania jest zestaw czterech
procedur:

0TO ZRW :mc
WYNIK BALANS :mc 1
Juz

0TO BALANS :mc :P
JESLI :mc = 0 [WYNIK LISTA [] [1]

WYNIK WYBIERZ RESZTA :mc 3 [0 [BALANS ILORAZC
:mc 3 3 x :P]

1 [DOPW :P BALANS ILORAZC
:mc 3 3 x :P]

2 [DOLW :P BALANS ( ILORAZC
:mc 3) +13x* :P]]
JUZ

O0TO DOPW :el :para
WYNIK LISTA PIERW :para NAK :el OST :para
Juz

0TO DOLW :el :para
WYNIK LISTA NAK :el PIERW :para OST :para
Juz

Podobnie, jak w rozwiazaniu 1, pierwsze dwie
wytyczaja ogblny plan postepowania, a dwie
procedury pod kreska to pomocnicze $rodki
realizacji.

W tym rozwiazaniu funkcja DOPW musi mie¢ dwie
dane: jaki$ nowy element EL oraz liste dwdch list
PARA. Jej wynikiem jest dana para list z nowym
elementem dopisanym na koniec drugiej listy.

Funkcja DOLW dopisuje nowy element na koniec
pierwszej listy w danej parze list.

O znaczeniu grubej kreski — abstrakcja
danych

O funkcjach DOPW oraz DOLW warto chwile pomysle¢
w oderwaniu od aktualnego zadania. Funkcje
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dopisujace nowy element do lewego lub prawego
elementu danej pary list moga by¢ uzyteczne

w roznych sytuacjach. Moglyby istnie¢ juz w Logo
jako funkcje pierwotne obok innych funkcji,
takich jak NAP oraz NAK. Jest wiele dialektéw
Logo, wiec moze istnieje taki, w ktérym DOPW
oraz DOLW sg funkcjami pierwotnymi i nie trzeba
ich definiowa¢. Wyobrazmy sobie, ze istnieje.

W takim Logo rozwiazanie naszego zadania
byloby jeszcze prostsze i sktadatoby sie tylko

z dwéch krotkich definicji funkcji ZRW oraz BALANS.
Za tym ,wyobrazmy sobie” kryje si¢ wazna
technika radzenia sobie ze zlozonoscia. Kiedy
mam do rozwiazania ztozony problem i wiem, ze
bede potrzebowal pewnych narzedzi, ktérych nie
ma w konkretnym Logo, jakim dysponuje, moge
sobie wyobrazi¢, ze je mam. Tworze wtedy swoje
rozwigzanie w wirtualnym Logo, w ktérym
mam wszystkie potrzebne narzedzia. To bardzo
upraszcza rozwiazanie problemu. Nastepnie, zeby
moc uruchomié moje rozwiazanie, poprawiam Logo,
dodajac nowe érodki ,procedury pod kreska”. Ich
zdefiniowanie jest juz osobnym i zwykle prostym
zadaniem. Technika, ktora polega na tym, ze
najpierw uzywam $rodkéw, ktorymi faktycznie
nie dysponuje, jak bym je mial, i nie martwig sie,
jak je zdefiniuje, a nastepnie osobno definiuje
potrzebne $rodki — nie zaprzatajac sobie glowy,
do czego sa mi aktualnie potrzebne — nazywa

sic abstrakcjg danych. Wazne cechy abstrakcji
danych to:

1. Separowalnos¢ uzywania i definiowania. Uzywam
czegos, nie martwiac sie, jak to zdefiniuje.
Definiuje, nie zaprzatajac sobie gltowy, do czego
aktualnie chce tego uzywac.

2. Tworzenie produktéow wielorakiego uzytku
(reusage). Analizujac rézne problemy,
wyodrebniamy srodki (funkcje, procedury, typy
struktur danych), ktére moga mie¢ zastosowanie
w réoznorodnych sytuacjach; zwykle nadajemy im
jakas sensowna nazwe i probujemy zdefiniowaé
jako abstrakcyjne obiekty do wielorakiego
uzytku — w oderwaniu od aktualnej potrzeby.

ZtozonoS¢ ujarzmiona

Kazda epoka ma swoje wyzwania. Wielkim
wyzwaniem na miare XXI wieku jest ujarzmianie
ztozonosci. Opanowanie ztozonosci wymaga
czasem cierpliwego wielokrotnego podchodzenia

do problemu z réznych stron, jak do dzikiego
mustanga. Ale jej okielznanie moze daé¢ rownie
wielka satysfakcje. Problem, ktéry mogt sie
wydawaé zlozony i wymykal sie spod kontroli, daje
sie nagle zamknaé¢ w kilku prostych definicjach.

To jest wiadnie ztozonos¢ ujarzmiona.



