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Przez punkt @ poprowadzmy prosta
réwnolegla do prostej KL i przecinajaca
przekatne AC i BD odpowiednio

w punktach E i F.

B

Wéwcezas punkty K i L sa odpowiednio
$§rodkami odcinkéw PE i PF, skad
wniosek, ze AP = CE oraz DP = BF.

Odlegtosé punktu @ od prostej BC' jest

$rednig arytmetyczng odlegtoéci punktow

E i F od prostej BC. Stad uzyskujemy
[BCQ] = %([BCE] + [BCF)]) =

= 1([ABP]+[CDP)).
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Komety, trygonometria i komputer
Grzegorz SITARSKI

Kiedy chodzitem do gimnazjum, na lekcjach matematyki uczylismy sie dowodzic¢
tzw. tozsamosci trygonometrycznych, np.

cos2a +sin2a + 1 = 2 cosa(cos a + sin ).

Wychodzac z lewej strony powyzszej réwnosci, nalezalo za pomoca przeksztalcen
algebraicznych doprowadzi¢ do postaci z prawej strony (albo odwrotnie). Trzeba
byto, oczywiscie, zna¢ kilka tozsamosci podstawowych, w tym przypadku:
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sin

a+cos“a=1,

sin 2a = 2 sin «v cos

cos 2a = cos® o — sin? a.

Mnéstwo takich ¢wiczen mieliSmy zadawane do domu, a wiazalo sie to gtownie
z doprowadzaniem wyrazen matematycznych do tzw. postaci logarytmicznej,
o czym teraz moéowié nie bedziemy.

Nie wiem, czy dzi$ tez ucza w szkole takich rzeczy, bo przeciez wystarczy wziaé
kalkulator z funkcjami trygonometrycznymi i pokazaé, ze dla dowolnego kata
lewa strona tozsamosci jest réwna prawej (albo nie jest). Sadzitem dawniej, ze
byl to tylko rodzaj gimnastyki umystowej w praktyce do niczego nieprzydatne;.
Okazuje sie jednak, ze w badaniach naukowych dotyczacych ruchu komet
zetknalem sie z problemem dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych

i moja praktyka w tej dziedzinie, nabyta w szkole, bardzo mi sie w czasach
przedkomputerowych przydala.

Ruch komety opisywany jest na orbicie okolostonecznej, a obserwacje
wykonywane sa na Ziemi. Obliczenia ruchu komety prowadzone sa zatem
w innym ukladzie odniesienia niz obserwacje i dla poréwnania wynikow
obliczen z obserwacjami trzeba dokonaé przejscia z jednego ukladu do drugiego.
W ukladzie orbitalnym podstawowa plaszczyzna (z,y) jest plaszczyzna
heliocentrycznej orbity komety, a podstawowym kierunkiem (osi z) jest
kierunek na peryhelium orbity widziany ze Stonca. W ukladzie wykonywania
obserwacji podstawowa plaszczyzna jest plaszczyzna rownika ziemskiego,
a 0§ z jest skierowana do punktu réwnonocy wiosennej, tj. wzdluz prostej
przeciecia sie plaszezyzny réwnika z plaszezyzna ekliptyki. Aby przeliczyé
wspblrzedne jakiego$ wektora z uktadu orbitalnego do réwnikowego, trzeba
pomnozy¢ je przez tzw. kosinusy kierunkowe, czyli kosinusy katéw miedzy osiami
obydwu ukltadow. W tym celu dokonujemy czterech obrotéw pierwszego uktadu
na przemian wokél osi z 1 x o katy w, i, Q oraz €. Nie wnikajac w znaczenie
tych katéw, otrzymujemy ostatecznie wyrazenia trygonometryczne na kosinusy
kierunkowe. Dla przyktadu, kosinusy kierunkowe C1, Cs, C's miedzy osia x
nowego ukladu a osiami z, y, z starego uktadu maja postac:

C1 = coswcos () — sinwsin 2 cos i,
(1) Cy = cose(sinwcos§ cosi + coswsin ) — sine sinwssing,

C3 = sine(sinw cos Q cosi + coswsin ) + cos e sinw sin .
Wyrazenia (1) sa do$é skomplikowane, a nie mam zadnej pewnosci, czy przy
ich wyprowadzaniu nie popelnitem bledu (badZ tez nie przepisalem ich blednie
7z podrecznika). Istnieje jednak mozliwo$é sprawdzenia poprawnosci tych
wyrazen, bowiem wiemy z trygonometrii, ze dla kosinuséw kierunkowych musi
zachodzi¢ réwnosé CF + C3 + C% = 1. Nie jest to juz tak prosta tozsamosé,
jak zadawane do domu w szkole, ale nie bylo rady, trzeba byto podnies¢
do kwadratu prawe strony wyrazen (1) i tak dlugo je przeksztalcaé, az wynik
doprowadzi sie do jedno$ci. Jedli sie to nie udawalo, trzeba bylo szuka¢ bledu
albo we wzorach (1), albo w procesie sprawdzania.

Dzi$ juz nie trzeba sie tak meczy¢. Wystarczy napisaé¢ niewielki programik
komputerowy i sprawdzi¢, czy dla dowolnych wartoéci katéw e, w, ), ¢ zachodzi
C}+C3+C%=1.
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W miare rozwoju badan nad kometami znowu natknalem si¢ na podobny
problem trygonometryczny. Tym razem chodzito o sktadowe wektora sity
niegrawitacyjnej dzialajacej na lodowe jadro komety. Wyobrazmy sobie, ze
jadro komety jest kula z lodowo-pylowej mieszaniny, ktora pod wplywem
promieniowania stonecznego zaczyna sublimowaé, co powoduje ulatnianie

sie gazow i pylu, tworzacych glowe i warkocz komety. Materia opuszczajaca
powierzchnie jadra wywoluje efekt odrzutu i w rezultacie wystapienie wektora
sily niegrawitacyjnej prostopadlego do powierzchni jadra. Wartos¢ tej sity jest
najwieksza w punkcie podstonecznym, czyli w tym miejscu na powierzchni
jadra, gdzie na kometarnym niebie Stonce swieci w zenicie. Wezmy teraz

pod uwage ruchomy uktad orbitalny, taki ze kierunkiem podstawowym

w plaszczyznie orbity bedzie kierunek na Stonce. Jak kazde cialo niebieskie,
jadro komety wiruje, a plaszczyzna réownika jadra przecina plaszczyzne orbity
pod jakim$ katem. Kiedy kometa biegnie po orbicie, punkt podstoneczny
wedruje w ciggu kometarnego roku od zwrotnika do zwrotnika po powierzchni
jadra. Niezaleznie jednak od polozenia komety na orbicie wektor maksimum sity
niegrawitacyjnej powinien zawsze by¢ skierowany od Stonca, czyli w uktadzie
orbitalnym powinien mie¢ tylko jedna sktadowa, sktadowa radialna. I tak by
bylo, gdyby nie tzw. bezwladnosé cieplna, ktéra powoduje, ze na skutek ruchu
wirowego jadra kierunek maksymalnego wyrzutu materii odchyla si¢ nieco

od kierunku radialnego. Powstaje problem znalezienia sktadowych wektora
sity niegrawitacyjnej w ukladzie orbitalnym, czyli kosinuséw kierunkowych
miedzy wektorem a osiami uktadu. Jezeli n jest tzw. katem opdznienia,
mierzonym od kierunku na Stonce wzdluz rownika jadra komety, I katem miedzy
plaszczyznami réwnika i orbity, a A katem okreslajacym polozenie komety

na orbicie (mierzonym od linii przeciecia sie plaszczyzn réwnika i orbity), to
kosinusy kierunkowe wektora sity niegrawitacyjnej beda réwne:

Cy = cosn + (1 — cosn) sin” I sin? \,
(2) Cy = sinncos I + (1 — cosn) sin® I sin A cos A
C3 = [sinncos A — (1 — cosn) cos I sin A]sin I.

Chociaz mamy tu do czynienia tylko z trzema katami, wyprowadzenie
wzoréw (2) wcale nie jest proste (pamigtam, ze rysowalem sobie odpowiednie
tuki na powierzchni jabtkal). A jak teraz sprawdzié¢ poprawnosé tych
wyrazen? Oczywiscie dla kosinuséow kierunkowych musi zachodzi¢ tozsamosé
C? 4+ C3 4+ C2 = 1, ale sprawdzaé w ten sposéb wyrazenia (2) za pomoca
przeksztalcen algebraicznych?! Nawet nie probowaltem, bo co zrobi¢ potem

z sin® I i sin* \, ktére sie pojawia? Sprawdzenie zrobil za mnie komputer

i potwierdzil poprawno$é¢ wyprowadzonych wzordw.

Ale na tym nie koniec. Problem ogromnie sie komplikuje, jesli jadro komety
jest splaszczone i opiszemy jego ksztalt elipsoida obrotowa, ktérej splaszczenie
oznaczymy przez s = 1 — b/a, gdzie b i a to odpowiednio biegunowy

i rownikowy promien jadra. Wektor sity niegrawitacyjnej jest nadal prostopadty
do powierzchni jadra, ale wprowadziwszy pomocnicza wielkosé S = s(2 — s),
otrzymamy teraz nastepujaca postaé¢ kosinuséw kierunkowych:

Cy = [cosn + (1 — S — cosn)sin® I'sin® \]/Z,
(3) Cy = [sinncos T + (1 — S — cosn)sin® I'sin Acos \]/Z,
C3 = [sinncos A — (1 =S —cos\)cos IsinA|sinl/Z,

gdzie Z = \/1 — 5(2 — S)sin® I'sin? \.

Nie zazdroszcze komus, kto chcialby wykaza¢ na drodze przeksztalcen
algebraicznych, ze dla wyrazen (3) suma Cf + C3 + CF jest réwna 1. Radze
napisa¢ prosty program i komputer pokaze, ze dla zupelnie dowolnych wartosci
7, 1,218 (czy tez s), nawet jesli nie maja one znaczenia przyrodniczego, zawsze
otrzymamy C? + C3 + C3 = 1.
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