Klub 44

obliczen numerycznych.

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
392 (WT = 2,13) i 393 (WT = 3,33)
z numeru 2/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 33,16

Marian Lupiezowiec — Gliwice 26,54
Konrad Kapcia — Czestochowa 20,83
Mateusz Lacki — Krakéw 17,70

Tomasz Tkocz — Rybnik 10,58

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

396. Cylinder, do ktérego stalym strumieniem wlewa si¢ woda, pelni funkcj¢ zegara wodnego —

na bocznej $ciance naklejono pionowo skale minutowa. Czy jakie$ inne przezroczyste naczynie

o ksztalcie bryly obrotowej z pionowa osig symetrii, po naklejeniu na nie tej samej skali, moze pelni¢
role zegara? Skala powinna by¢ umieszczona w jednej plaszczyznie z osig symetrii. Gruboé¢ $cianki
nalezy pominaé. Jesli jest to mozliwe, to narysowac przekrdj naczynia, na podstawie odpowiednich

397. Rozwazmy dwuwymiarowy model ,atomu” skladajacego si¢ z n ,elektronéw” odpychajacych
sie wzajemnie silag Coulomba (F = 1/7‘2), na ktére dodatkowo dziala przyciagajaca sila centralna

ze strony nieruchomego ,jadra”; sila ta powinna umozliwia¢ utrzymanie ,elektronéw” w stanie
réwnowagi (np. niech ta sita bedzie postaci F = rP, gdzie B > 0). Zadanie polegalo na numerycznym
zbadaniu tych stanéw réwnowagi, w zaleznos$ci od liczby n (réwnej kilka-kilkanascie, maksymalnie
okolo 50) oraz parametréw opisujacych site centralng (w powyzszym przykladzie 3).

Rozwiazanie zadania 397 zamiesciliémy na naszej stronie internetowej.

396. Objetos¢ bardzo cienkiej warstwy wody w naczyniu jest réwna

dV = mr?dh,

gdzie r jest promieniem przekroju poziomego naczynia na wysokosci h. Niech

04 przez warunek

—0.2 funkeji h(r)

dl bedzie odcinkiem podziatki odpowiadajacym wysokosci dh — w takim razie
dh = dl cosa (gdzie o — kat odchylenia tego odcinka od pionu), a poniewaz
zgodnie z tredcia zadania dV/dl = const, wigc ksztalt naczynia jest okreslony

r? cosa = const = c.

Poniewaz dr/dh = tg «, wiec po prostych przeksztalceniach znajdujemy postaé

h(r):/r\/%.

Stala ¢ mozemy polozyé réwna 1, gdyz odpowiada to przeskalowaniu
funkcji h(r) (jednakowej zmianie skali obu wielkosci h i r). OtrzymaliSmy tzw.

calke eliptyczna. Wykres otrzymany na podstawie obliczenn numerycznych (dla
dolnej granicy réwnej 1) jest podany na rysunku.

Rozwigzanie zadania F 649.
W uktadzie srodka masy minimalna energia do zajscia reakcji to

E1 = 2m.c? + Mc? (wszystkie czastki po zajsciu reakcji spoczywaja).
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gdzie Ey to energia fotonu, a TL to jego ped. Wobec tego
Me
Ey = 2me(:2 + QA—/;me(:2.

Jest to wlasnie minimalna energia fotonu dopuszczajgca zajscie
procesu.

Rozwigzanie zadania M 1106.

Wszystkich niepustych podzbioréw danego zbioru
dziesigcioelementowego jest 210 _ 1 = 1023. Kazdy z tych podzbioréw
zawiera co najwyzej 10 liczb, z ktérych zadna nie przekracza

100. A zatem suma liczb w kazdym podzbiorze nie przekracza

10 - 100 = 1000. Stad, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta,
uzyskujemy teze.
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Rozwigzanie zadania F 650.
Zasada zachowania ladunku ma postaé Q1 + Q2 = 2Q, a réwnosé
napi¢é¢ na kondensatorach

Qid  Q2do
Ao Aeo '
+@1
+Q2
dI A A ds
—Q1 —Q2
zatem po rozwigzaniu
2do 2d
CErRY CTna?

Energia catkowita uktadu to
Q2d N Q3dx  Q%ds 4
2Aeo 2Aeo - 2Aeo 1+ dz/d ’

Zauwazmy, ze energia zgromadzona na pojedynczym kondensatorze

E =

natadowanym do tadunku @ to
Q%
T 24 €0

Rozwinawszy E w szereg Taylora wokél d = ds i pozostawiwszy tylko

E

wyrazy liniowe w d2/d, widzimy, ze sita przyciggania oktadek jest
cztery razy wigksza niz w przypadku pojedynczego kondensatora.



Klub 44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

® Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2005
Przypominamy tres¢ zadan:
' - 499. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy ciagi (ao, a1, ..., an) spelniajace warunki
ag =0 oraz |ag| = |1+ ar—1| dla k =1,...,n. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa warto$é¢ sumy
. ay +...+an.

500. Znalezé taka liczbe naturalng n, ze w kazdym zbiorze n punktéw kratowych na plaszczyznie

istnieje pig¢ punktow, ktérych srodek cigzkosci jest punktem kratowym. Im mniejsza liczba n, tym

lepszy wynik i wyzsza ocena.

499. Oznaczmy sume aj + ... + a, przez s,. Zalezno$¢ miedzy ay oraz ax_1

mozna zapisaé tak:

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
491 (WT = 1,14) i 492 (WT = 3,59)
z numeru 12/2004

aZ =n+2s, 1, czyli

ai =1+42ap_1+ ai_l.

Dodajac stronami te rownosci dla k = 1, ..., n oraz redukujac sktadniki, ktore
sie pojawia po obu stronach, dochodzimy do zaleznosci

(an +1)2 =n+1+ 2s,.

Stad
Jézef Siwy — Laziska Gérne 44,68 9
Zbigniew ~(an+1)? = (n+1) L ntl
Sewartowski — Wieliczka 42,66 Sn = 2 z = 2 :
Barttomiej Dyda — Wroctaw 41,53 L, .. . .. ..
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39.35 Zatem warto$¢ sumy s, (bedacej liczba catkowita) nie jest mniejsza od — (%n]
Zbigniew Galias — Krakéw 38,09 Jest to szukane minimum, osiggane dla ciagéw (ag, a1, ..., a,) o wyrazach
Piotr Kumor — Olsztyn 37,78 _ 1/(_1\k _
Tomasz ak = 2(( 1) 1)
Warszawski — Krakéw 36,24
Marcin Kasperski — Warszawa 34,88  500. Kazdemu punktowi kratowemu przyporzadkujmy pare reszt z dzielenia

Pan Jozef Siwy uczestniczy z diugimi

jego obu wspdlrzednych przez 5. Jest 25 mozliwych par. Majac 101 punktéw

przerwami, jego nazwisko jest wicc rzadko kratowych, mozna sposrod nich wybraé 5 punktow wyznaczajacych te sama pare

widoczne w oglaszanej czoléwce. Ale
oto zamknal drugg runde (ciekawostka:

reszt. Suma pierwszych wspolrzednych tej piatki punktéw oraz suma ich drugich

pierwsza, ukoficzyt praeszlo 20 lat temu!). WSPOIrzednych sg liczbami podzielnymi przez 5, czyli ich srodek cigzkosci jest
Gratulujemy! i rozpoczynamy czekanie na  punktem kratowym. Zatem liczba n = 101 ma zadana wlasnosé.

trzecia.

Aby znalezé mniejsza ,dobra” liczbe n, skorzystamy ze znanego twierdzenia
(tréjki autoréw Erdés—Ginzburg—Ziv): W kazdym (2n—1)-elementowym zbiorze
liczb calkowitych istnieje n liczb, ktorych suma dzieli sie przez n.

Bedzie nam ono potrzebne tylko w wersji dla n = 5; redukuje si¢ ono wowczas
do kilkuset przypadkow, ktére oczywiscie da sie przebadaé¢ bezposrednio.
Ale mozna tez uzyskaé jego teze dla n = 5 w sposéb nastepujacy:

Jezeli «, B, v,  sa liczbami niepodzielnymi przez 5,
to wykreslajac z sumy « + 3+ v+ 0 pewne skladniki
(by¢ moze wszystkie, by¢é moze zadnego), jestesmy

w stanie uzyskac¢ kazda z wartosci 0, 1, 2, 3, 4 jako
reszte z dzielenia sumy pozostalych liczb przez 5;
nietrudne uzasadnienie tej uwagi pozostawiamy jako
¢éwiczenie.

Mamy wykazaé, ze wsrod dziewieciu liczb
calkowitych istnieje pie¢ o sumie podzielnej

przez 5. Rozwazamy reszty z dzielenia tych liczb
przez 5: 0 < a1 < ... < ag < 4. Jezeli istnieje pieé
jednakowych wartosci a;, teza jest oczywista.

W pozostalym przypadku nastepujace réznice sa
dodatnie: ag — a2 = «a, a7 —ag = (3, ag — a4 = 7,

ag — as = 0. W mys$l poprzedniej uwagi, mozemy
usunadé ze sumy « + ( + v + § pewne skladniki

tak, by suma pozostalych przystawala (mod 5) do
—(a1 + az + as + a4 + as). Dodajemy te pozostale
sktadniki do sumy a; + a2 + as + a4 + a5 1 wykonujac
oczywiste redukcje, otrzymujemy pieé liczb, ktérych
suma dzieli sie przez 5.
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Latwo teraz wywnioskowaé, ze rozwazana w zadaniu
wlasnosé ma liczba n = 41: sposréd danych 41
punktéw kratowych wybieramy dziewie¢ o jednakowej
(mod 5) pierwszej wspolrzednej; wéréd nich — na mocy
wykazanego twierdzenia — znajduje sie pie¢ punktow,
ktérych drugie wspélrzedne daja w sumie liczbe
podzielna przez 5; ich $rodek cigzkosci jest punktem
kratowym.

Potrafimy jeszcze nieco zmniejszy¢ n metodami
obliczeniowymi (na przyklad n = 33 jest ,dobre”).
Niewymyslne algorytmy prowadza jednak do ogromnej
liczby przypadkow. JesteSmy przekonani, ze zgrabne
algorytmy i znaczaco mniejsze ,,dobre” wartosci n
poznamy od uczestnikéw konkursu. Innych Czytelnikow
takze zachecamy do obliczeniowego zaatakowania
problemu.

Jedno jest pewne: nie mozna zejs¢ ponizej n = 17;
bowiem wérdéd 16 punktow, ktorych kazda wspdlrzedna
jest rowna 0, 1, 5 lub 6, nie ma pieciu punktéw, ktorych
srodek ciezkosci bytby punktem kratowym.



