Bardzo dziwny algorytm szukania wzorca w slowie
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W artykule pokazemy, jak mozna ,przetlumaczy¢” pewien fakt matematyczny
na operacje algorytmiczna. Problem szukania wzorca (w najprostszej postaci)
polega na znajdowaniu wszystkich wystapien zadanego stowa z (traktowanego
jako wzorzec) jako podstowa innego stowa y. Na przyklad dla x = baa,

y = abaabaaabaa wszystkimi wystapieniami sa abaabaaabaa, abaabaaabaa

i abaabaaabaa, co zapisujemy symbolicznie jako 1,4, 8, od numeréw pozycji,

na ktorej zaczyna sie powtdrzenie (pierwsza pozycja ma numer 0). Zajmiemy
sie algorytmem, ktéry dziala jednocze$nie w czasie liniowym (tzn. gdy problem
ma rozmiar n, liczba operacji jest ograniczona przez ¢ - n, dla pewnej stalej ¢)
i w pamieci stalej, nie liczac pamieci, w ktérej przechowujemy dane wejéciowe
(dwie tablice z,y) 1 ktéra nie jest modyfikowalna. Rozmiarem problemu jest
dlugosé n (dluzszego) stowa y. Jesli chodzi o zlozonoéé czasowa, to liczyé
bedziemy tylko liczbe operacji porownywania symboli w x i y. Zaczniemy od
wyszukiwania bardzo specjalnych podstéw.

Dla stowa z oznaczmy przez p = okres(z) najmniejsza liczbe s > 1, taka ze s

jest okresem z, tzn. z[i] = z[i — s] dla wszystkich ¢, dla ktérych obie strony sa
zdefiniowane.

Definicja

Stowo nazwiemy leksykograficznie maksymalnym (w skrécie Im), gdy jest ono
leksykograficznie maksymalne sposrod wszystkich swoich sufiksow. Na przyktad
stowo “rytter’ nie jest Im (gdyz 'ytter’ >' rytter’), natomiast ‘wojciech’ jest typu
Im.

Jak widaé, termin sufiks (i prefiks) jest przez informatykdéw rozumiany szerzej niz
przez filologéw — jest to dowolny koncowy (poczatkowy) fragment stowa.

Dlaczego stowa o wlasnosci Im sa interesujace? Wigkszos¢ szybkich algorytmow
szukania podsléw korzysta z okresoéw p prefikséw stowa. Obliczanie tych okresow
w ogélnym przypadku jest ,,waskim gardtem” w projekcie algorytmu. Natomiast
dla stéw typu lm obliczanie okreséw jest trywialne. Wynika to z nastepujacego
faktu, ktorego dowdd zostawiamy Czytelnikowi.

Fakt 1 (Kluczowa wlasno$é stéw typu im)

Niech x bedzie stowem typu im i j > 0. Wtedy

(%) [(j=0)V(p=okres(z[0...5 —1]) & z[j] # x[j — p])] = okres(x[0...5]) =7+ 1.
,Przetlumaczenie” implikacji (*) na odpowiednig instrukcje jest zasadnicza

czedcia algorytmu.

Przyktad
Niech & = bababaa, j = 6. Stowo bababa ma okres 2. Jednak nastepny symbol
wpsuje” ten okres. Zatem slowo x ma okres réwny 7.

Opiszemy teraz program szukania [m podstowa x w stowie y. Program wczytuje
dwa teksty w tablice z[0...m — 1], y[0...n — 1], = jest typu Im, a wypisuje
wszystkie wystapienia x w y, tzn. wszystkie takie pozycje i, ze
yli...i+m — 1] = z. Zapisujemy program w jezyku C++.
Podstawowym niezmiennikiem (patrz rysunek) w programie po kazdej iteracji
while jest:
(A) j=max{j >0;7=0lubz[0...5 -1 =y[i...i+j—1]},
(B) program wypisal wszystkie wczesniejsze wystapienia i’ < i,
(C) p jest okresem stowa z[0...75 — 1].
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Algorytm 1 (dla wzorcéw z typu Im).

#include <iostream.h>
#include <string.h>
#define MAX_LEN 1000
int i=0, j=0,p=1;
void przesun(void) {

if (j<2*p) {

i=i+p; j=0; p=1;

else {

}

J=J-p; i=i+p;

void main() {

Algorytm sprawdza, czy x zaczyna si¢ od pozycji i-tej.
Pewna liczba j symboli wzorca jest zgodna. Nastepnie
algorytm przesuwa wzorzec o wielkosé p, ktéra jest
okresem segmentu, na ktérym byla zgodno$c.

Najwazniejsza instrukcja w programie jest:
if ((j==0) | I (x[j]1!=x[j-pl)) p=j+1.

Instrukcja ta oblicza okres kolejnego prefiksu stowa z,
korzystajac z Faktu 1 (zapisujemy ten fakt w jezyku
C++). Tak wiec poprawnos$é¢ sprowadza sie do Faktu 1.

W programie korzystamy ze standardowej funkcji strien

char x [MAX_LEN]; char y [MAX_LEN]; zwracajacej dlugosé stowa. Operacja cin >z >y
cin>>x>>y; polega na wczytaniu stow z, y do tablic o tych samych
while (i <= strlen(y)-strlen(x)) { nazwach. Operacja dominujaca jest poréwnywanie

}

if (j==strlen(x)) {

}
else if (x[j]==

symboli. Algorytm wykonuje liniowa (wzgledem n = |y|)

<< 1 <<I| n. .
couts<t  przesun(); liczbe operacji poréwnywania symboli w stowach —
y[i+jD) { mozna to udowodnié¢, obserwujac zmiany wartosci
011 (x[31'=x[j-pl)) p=j+1; 24 + j: wartos¢ ta zwieksza sie co najmniej o 1 po kazdej

if ((j==

J=i+1;
b

else przesun();
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iteracji. Jednoczesnie 2i + j < 2n, gdyz 1+ 7 < n.

Algorytm 1 mozna latwo zmodyfikowaé tak,

aby znajdowal on wystapienia dowolnego stowa
(niekoniecznie typu im) w czasie liniowym i w stalej
pamieci.

Niech z = wwv, gdzie v jest leksykograficznie maksymalnym sufiksem z.
Oznaczmy r = |u|. Technicznie informacja o rozkladzie uv sprowadza sie
do pamietania 7.

Fakt 2

Niech x = uv bedzie rozktadem takim, jak wyzej opisany. Wtedy stowo v
wystepuje tylko raz w stowie uv. Jedli i’ < 7 sa poczatkami wystapien v, oraz
i — 1’ < r, to na pozycji i — 1 nie koficzy si¢ wystapienie u.

7 powyzszego faktu wynika stosunkowo prosty algorytm szukania x w czasie
linlowym i w pamieci stalej. Algorytm ten jest modyfikacja Algorytmu 1,

w ktorym role z pelni v.

Algorytm 2

Niech v bedzie leksykograficznie maksymalnym sufiksem x = uv;

e obliczamy za pomoca Algorytmu 1 kolejne wystapienia v w y;

e dla kazdego wystgpienia i niech i’ bedzie wystgpieniem poprzednim;
jesli i — 4" > |u|, to sprawdz, czy u wystepuje na lewo od pozycji ;
(sprawdzanie to wykonujemy w sposéb naiwny);

e jesli wystepuje, to wypisz kolejne wystapienie catego wzorca x.
Twierdzenie
Problem szukania stowa x w stowie y mozna rozwigzaé¢ w czasie liniowym

i w pamieci (dodatkowej) stalej, jesli znamy poczatkowa pozycje r
leksykograficznie maksymalnego sufiksu v stowa z.

Dekompozycje uv, zapamigtana na r = |u|, mozna obliczy¢ w czasie liniowym
i w pamieci stalej, korzystajac z modyfikacji Algorytmu 1 (odsylamy Czytelnika
po szczegoly do pracy

W. Rytter, On mazimal suffices and constant space versions of KMP algorithm,
Theoretical Computer Science 1-3(302): 211-222 (2003),

z ktoérej pochodza Algorytm 11 Algorytm 2).

5



