Muchy na kloszu

Rozwazmy nastepujace zadanie. Trzy muchy usiadly, oczywiscie losowo,

na szklanym kulistym kloszu. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie
znajduja sie na tej samej potkuli klosza? Oczywiscie wynosi ono 1, gdyz 3
punkty na sferze zawsze znajduja sie na jednej pélsferze, co jest tatwym
zadaniem z geometrii. Zadanie staje sie trudniejsze, gdy muchy sa cztery.
Rozwazmy zatem nastepujacy problem.

Zadanie. Na sferze losowo rozmieszczono n punktow
(n=1,2...). Ile jest réwne prawdopodobienstwo tego,
ze wszystkie punkty leza na jednej polsferze?

Oto rozwiazanie. Losowy wybor n punktéw na sferze
jest rownowazny nastepujacej operacji. Najpierw
losowo wybieramy n kot wielkich na sferze, po czym

dla kazdego z tych kol wielkich losujemy jedna z dwéch
polsfer przez nie wyznaczonych. Bieguny tych pétsfer to
n losowo wybranych punktow na sferze. Zamiast wiec
losowaé punkty losowalismy pélsfery. To, ze punkty
leza na jednej potsferze, jest rownowazne temu, ze
wszystkie wylosowane punkty sa wyznaczone przez
polsfery o niepustym przecieciu. Przy ustalonych

n kotach wielkich liczba mozliwych wyboréw pétsfer
przez nie wyznaczonych to 2", kazdemu kotu wielkiemu
odpowiadaja 2 polsfery. Pytanie jest nastepujace: ile
sposrod tych 2" wyboréw sfer ma niepuste przeciecie?
Rownowaznie mozemy zapytaé o to, ile jest réznych
zbioréw na sferze bedacych przecigciami n polsfer

o ustalonych kotach wielkich. Ot6z tyle, na ile kawaltkow
owe kola wielkie dziela sfere. Pozostaje zatem jedynie

zliczy¢ te kawalki. Zauwazamy, ze sa to Sciany
wielo$cianu krzywoliniowego (w razie potrzeby

latwo zastepowalnego zwyczajnym wielo$cianem)

na sferze. Wystarczy wiec wyznaczy¢ liczbe krawedzi
i wierzchotkéw tego wielo$cianu i zastosowaé wzor
FEulera. Kazde koto wielkie przecina pozostate n — 1
kot wielkich w 2(n — 1) punktach, a kazdy wierzcholek
wieloScianu jest przecieciem doktadnie dwoch kot
wielkich, zatem wielo$cian ma w =n(n—1)
wierzcholtkéw. Z kolei owe 2(n — 1) punktéw
przeciecia kota wielkiego z pozostatymi dzieli

to koto wielkie na 2(n — 1) tukéw. Wszystkich

hukéw w ten sposéb otrzymanych dla wszystkich

kot wielkich jest wiec 2n(n — 1). Szukana liczba

Scian S moze by¢ zatem wyznaczona z réwnania
S—2n(n—1)+n(n—1) =2, cayli ze wzoru

Eulera. Otrzymujemy stad S = n? — n + 2. Szukane
prawdopodobienstwo wynosi zatem % Roéwnie
interesujacy jest problem dla sfer wyzej wymiarowych,
co pozostawiamy Czytelnikowi do kontemplacji.
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Zliczanie kropek

i galaktyk

Bernoulliego

Po poznaniu natury galaktyk wylonit si¢ problem, jak sa one rozmieszczone

w przestrzeni. Z samego ogladu zdje¢ nieba wynikalo, ze bardzo nieréwnomiernie
— obecno$¢ gromad galaktyk rzucala sie w oczy. Warto jednak byloby mieé¢ jakas
obiektywna miare tej nieréwnomiernosci rozktadu galaktyk. Nietrudno zgadnaé,
jak taka miare skonstruowac.

Podzielmy symboliczne zdjecie nieba na k jednakowych kratek i rzuémy na taki
obszar losowo N galaktyk, czyli kropek. Prawdopodobienstwo tego, ze dana
kropka znajdzie sie w wybranej kratce, wynosi p = 1/k, a ze wpadnie tam
n wybranych kropek — oczywiscie p™. Z kolei prawdopodobienstwo tego, ze
pozostale N — n kropek znajdzie sie w pozostalych kratkach wynosi (1 — p)
Taki rozktad mozna zrealizowaé na tyle sposobéw, na ile sposobéw sposréd
N obiektéw mozna wybraé n, ostatecznie wiec prawdopodobiefistwo P(n)
tego, ze w wybranej kratce znajdzie si¢ dowolne n galaktyk, opisuje rozktad

N—n

P(n) = (]Z)p”(l —p)N

Statystyka podaje, ze rozrzut liczby kropek w kratce, przy ich losowym rzucaniu

na zdjecie, wynosi o = y/Np(1 — p). Stwierdzenie wiec, czy galaktyki grupuja
sie, czy — przeciwnie — ich rozklad jest bardziej wygltadzony od rozktadu

przypadkowego, sprowadza sie do obliczenia rozrzutu ich liczby w kratce

Nawiasy () oznaczaja $rednia.

na podstawie obserwacji: oops =

(n?) — (n)? i poréwnaniu z o.

Obserwowany rozklad galaktyk wykazuje rzeczywiscie rozrzut wigkszy niz
przewidywany przy rozkladzie losowym, zatem galaktyki grupuja sie. Nie jest

to jedyna metoda badania rozkladu galaktyk, za to najprostsza. Dostrzegamy
zapewne, ze nasuwaja si¢ problemy w rodzaju: jak wynik obserwacji zalezy od
rozmiaru kratek, jakie znaczenie ma ograniczonos¢ zdjecia nieba, jak przelozyé
rozklad galaktyk na zdjeciu na informacje o ich rozktadzie w trzech wymiarach
itd. Do uzyskania odpowiedzi na te pytania potrzebne sg jednak metody bardziej
wyrafinowane, a wigc trudniejsze rachunkowo.
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