Losowanie liczby naturalnej
Michat ADAMASZEK

Rozpatrzmy takie, calkiem naturalne i czesto pojawiajace sie¢ pytanie: dla
ustalonego k jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba
naturalna dzieli sie przez k? Zanim rado$nie stwierdzimy, ze odpowiedzia jest %
(to przeciez jasne, co k-ta liczba ma te wlasno$é. . .), przyjrzyjmy sie sprawie

doktadniej.

Zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych € w naszym zadaniu jest zbior N
(na potrzeby tego tekstu niech N = {1,2,...}). W schemacie klasycznym
kazdemu zdarzeniu losowemu A C €2 przypisujemy prawdopodobienstwo
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Tym razem jest to oczywiscie niemozliwe! Musimy
zastanowi¢ sie nad tym, jakie zbiory zdarzen chcemy
bra¢ pod uwage, i jak okresli¢ ich prawdopodobienstwo
— a mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw. Przyjmijmy
na przyktad
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dla A C N. Jest to poprawna definicja, tymczasem
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Dla innych definicji P wyniki moga by¢ inne. Jest

to sytuacja typowa dla rozwazan o losowosci — od
tego, jaka miare prawdopodobienstwa wybierzemy,
zalezy, jakie wyniki otrzymamy. Musimy wiec zaczaé
od znalezienia, wéréd wielu mozliwych definicji
prawdopodobienstwa w naszej przestrzeni, takiego,
ktore wydaje si¢ najodpowiedniejsze dla rozwazanego
problemu.

Oto nasze minimalne wymagania: prawdopodobienstwo

P powinno by¢ okreslone dla kazdego zbioru postaci
EN={kn:n e N},

opisujacego wlasnos$¢ bycia podzielnym przez k.

Co wiecej, aby uczyni¢ zados¢ naszym poczatkowym

intuicjom, chcemy, aby P(kN) = % Pozostate

warunki wynikaja wprost z przeliczalnej addytywnosci

prawdopodobienstwa. Skoro zbiory kN maja mie¢

okreslone prawdopodobienstwo (powiemy, ze sa

mierzalne), to mierzalne musza tez byé wszystkie

zbiory powstate z nich przez przeliczalne sumy i branie

dopelnienia do N (czyli zbiory tworzace tzw. o-ciafo

generowane przez zbiory k N).

Jestesmy gotowi, aby porzadnie sformalizowaé¢ nasz
problem.

Pytanie. Czy istnieje funkcja P (prawdopodobienistwo)
okresdlona na o-ciele F generowanym przez zbiory
postaci kN, o wartoéciach w [0, 1], taka ze

dla Al,AQ, ..

v r(Ua)-Sra

. € F parami rozlacznych
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gdzie przez #X oznaczamy liczbe elementéw zbioru X.

#A
% )
(2) PN)=11iP@®) =0,
(3) P(kN) = % dla kazdego k € N.

Odpowiedz. Nie. Zainteresowanych dowodem odsylam
do podrecznikow rachunku prawdopodobienstwa, pod
hasto ,lemat Borela—Cantellego”.

Skoro odpowiedz jest negatywna, to najwyrazniej nasze
wymagania sg zbyt wygérowane. Mozemy wiec zapytaé
o stabsze wersje problemu. Na przyktad ostabienie
warunku (3) daje nastepujace

Zadanie. Znalez¢ prawdopodobienstwo okreslone

na 2" (czyli dla wszystkich podzbioréw zbioru liczb
naturalnych), ktére spelnia warunek (3) dla & bedacych
liczbami pierwszymi.

My jednak skierujemy si¢ w inna strone. Bedziemy
walczy¢ o ostatniag wlasnosé, rezygnujac w zamian
z przeliczalnej addytywnosci. Innymi slowy, pytamy
o istnienie prawdopodobienstwa takiego, jakie rozwaza
sie w ,,szkolnym” rachunku prawdopodobienstwa,
to znaczy skonczenie addytywnego. Zmieniamy
wiec definicje F — teraz bedzie to cialo zbioréw,
czyli rodzina zamknieta na branie skoriczonych sum
i dopelnienia do N generowana przez zbiory postaci kN
— 1 zastepujemy warunek (1) zadaniem, aby
(4) P(AUuB)=P(A)+ P(B)
dla roztacznych A, B € F.

Zanim zaczniemy zglebiaé¢ strukture ciata F i w gaszczu
nalezacych do niego zbioréw sprawdzac, czy szukana
funkcja daje sie okresli¢ bez zadnych konfliktéw (co

jest nietrudne i wykonalne, ale troche pracochtonne),
sprobujmy spojrzeé na cale zagadnienie z szerszej
perspektywy. Dlaczego w zasadzie nasze intuicyjne
wyobrazenia podpowiadaja, ze prawdopodobienstwo
podzielno$ci przez k powinno byé réwne %?

Zapewne dlatego, ze sklonni jestedmy mierzy¢
prawdopodobienstwo zbioru A C N jego gestoscig, ktéra
jest zdefiniowana tak:

4A) = tim. #(AN {1;12, .n})

(o ile ta granica istnieje). Faktycznie d(kN) = +.



To podejscie wydaje sie dobre, bo gesto$¢ wyraza
nasza intuicje: patrzymy, jaka czes¢ poczatkowego
odcinka liczb naturalnych wypelia badany zbior,
i przechodzimy do granicy z dlugoscig tego odcinka.

Zauwazamy szybko, ze gesto$¢ zachowuje sie jak
prawdopodobienstwo takze pod innymi wzgledami:

d(®) =0, d(N) =1, 0 < d(A) < 1. Ponadto, jesli

AN B ={izbiory A, B maja gestos¢ (odpowiednie
granice istnieja), to takze zbiér C = A U B ma gestosé,
1d(C) =d(A) + d(B). Ta réwnosé¢ zachodzi, bo
#((AUB)N{l,2,...,n}) =

=#(AN{L,2,....n})+#(BN{L,2,...,n})
dla AN B = . Teraz wystarczy podzieli¢ przez n
i skorzystaé z rozdzielnosci granicy wzgledem
dodawania.

Czyzby wiec o to chodzilo? Nie, jest bowiem pewien
problem, ktory byt juz delikatnie zasugerowany:

ze wzgledu na operacje brania granicy nie dla
wszystkich zbioréw gestos$é jest dobrze okreslona.
Przyktadem zbioru, dla ktérego definicja gestosci nie

dzialta, jest zbiér:
o0

22+ 1,22 1)

n=1
Dla tego zbioru ciag z definicji gestosci ma granice
dolna i gbérna réwne odpowiednio % i %, wiec nie jest
zbiezny. Nie jest to zatem dobra miara kazdego zbioru.
Co wiecej, nawet jesli ograniczymy sie do zbioréw, ktére
maja dobrze okreslona gestosé, to ich rodzina nie jest
zamknieta ze wzgledu na sume zbiordw.

Zadanie. Poda¢ dwa zbiory majace gestosé, ktorych
suma nie ma gestosci (w $wietle jednej z ostatnich uwag
takie zbiory nie moga by¢ rozlaczne).

Wyklucza to sensowne okreslenie prawdopodobienstwa
jako gestosci na tych zbiorach, dla ktérych jest ona
okreslona, bo nie tworza one ciata zbiorow.

Céz, préby uogolnienia wydaja sie prowadzi¢ donikad.
Moze uda sie¢ chociaz sprawdzi¢, jak gestosé zachowuje
sie w naszym pierwotnym problemie i czy przynajmniej
na ciele zbioréw generowanym przez zbiory postaci kN
jest ona dobra funkcja skonczenie addytywna. Chyba ze
co$ jeszcze wymySlimy. . ..

Ostateczne rozwiazanie nadchodzi z zupelnie innej
strony. Jedyne, co jest potrzebne, to. .. jeszcze wigksze
uogolnienie! Paradoks? Skorzystamy z pewnego picknego
i zaskakujacego twierdzenia, ktére w pierwszej chwili
wydaje sie calkowicie nieprawdopodobne.

Twierdzenie (granica Banacha). Kazdemu ciagowi
ograniczonemu (a,)ney mozna przypisaé liczbe
rzeczywista, ktéra oznaczymy (nie bez powodu)
Lim(a,) w taki sposéb, ze:

Lim(aa, + Bb,) = aLim(a,) + BLim(by,),

liminf a,, < Lim(a,) < limsup a,,
o

n— n—oo

Lim(ay) = Lim(an+1).
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W szczegoblnosci z drugiego warunku wynika, ze jesli
ciag jest zbiezny, to Lim(ay,) = lim, . a,. Pierwszy
warunek oznacza, ze Lim jest (jak zwykla granica)
rozdzielne z dodawaniem ciagéw i mnozeniem ich przez
liczbe. Zatem (uwagal) Lim jest rozszerzeniem pojecia
granicy na wszystkie ciagi ograniczone (niekoniecznie
zbiezne) i to w sensowny sposéb — uogdlniona granica
miesci sie tam, gdzie sie jej spodziewamy: pomiedzy
granica dolng i gérna ciagu. Na dodatek granica
uogdlniona nie zmienia sie przy przesuwaniu ciagu
(warunek ostatni).

Pytanie kontrolne. Wzgledem jakiego dziatania
na ciagach nie zostala zachowana rozdzielno$¢ granicy?

Dowéd twierdzenia o granicy Banacha wymaga metod
analizy funkcjonalnej — korzysta sie z twierdzenia

o przedhuzaniu funkcjonatu, ktore z kolei opiera

sie na lemacie Kuratowskiego—Zorna, co niejako
ygwarantuje” niekonstruktywnosé calego dowodu.

Zadanie. Mimo owej niekonstruktywnosci granice
uogdlnione pewnych ciagdéw daja sie obliczy¢. Ile jest
réwne Lim(1,-1,1,-1,1,-1,...)?

Cho¢ ciagle w szoku nad niezwyktoscia tego faktu,

mozemy juz tatwo zastosowaé go do naszego zadania.

Zdefiniujemy mianowicie uogélniona gesto$¢ wzorem
#(AN{1,2,...,n})

o(A) = Lim - .

Jest ona okreslona tym razem juz dla wszystkich
podzbioréw N i zachowuje wszystkie wczesniejsze
wlasnosci gestosci. Z wlasnosci Lim wynika, ze

o(A) = d(A) dla zbioréw majacych gestosé¢ d

i0< o(A) <1 dla dowolnego A C N (to z drugiej
wlasnosci Lim). Addytywnosci ¢ dla zbioréw
roztacznych dowodzi sie identycznie jak dla d, bo Lim
jest addytywne.

Uzyskalismy zatem duzo wiecej niz trzeba! Sformutujmy
ten wynik w postaci twierdzenia

Twierdzenie. Istnieje skonczenie addytywne
prawdopodobienstwo P, okreslone na wszystkich
podzbiorach N (czyli funkcja spelniajaca warunki
P(AUB) = P(A)+ P(B) dla dowolnych A, B C N
rozlacznych, 0 = P()) < P(A) < P(N) = 1) ktére

jest rozszerzeniem gestosei, tzn. P(A) = d(A) dla
zbioréw A majacych gesto$é. Jest ono okreslone wzorem

P(A) = o(A).

Jak wida¢, cale zagadnienie okazalo sie, dzieki
odpowiedniemu uogélnieniu, duzo prostsze. Mozna
teraz zdradzi¢, ze wczedniej postulowana konstrukcja
dla szczegdlnego przypadku — zdefiniowanie miary
tylko na mniejszym ciele zbioréw (generowanym przez
zbiory postaci kN, a nawet kN + r) jako ich gestosci —
udaje sie¢, cho¢ po ciezszej pracy. Cale to zagadnienie
to kolejny przyklad na to, jak odpowiednie uogélnienie
czy tez spojrzenie na problem w $wietle innych
dziedzin matematyki niz te, w ktorych jezyku zostat
sformulowany, moze przyspieszy¢ jego rozwigzanie.



