Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
489 (WT = 1,75) i 490 (WT = 2,61)
z numeru 11/2004

Jerzy Witkowski — Radlin 44,49
Barttomiej Dyda — Wroctaw 40,39
Tomasz Rawlik — Brunszwik 38,21
Zbigniew Galias — Krakéw 36,95
Tomasz Warszawski — Krakow 35,10

Marcin Kasperski ~ — Warszawa 34,88

To juz czwarta czterdziestka-czwoérka
w wykonaniu Jerzego Witkowskiego.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

497. Dane sa liczby rzeczywiste a, b. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uklad réwnan

z+y+z =0
{;L'2+y2+Z2 = 6ab

wS_"_yS_‘rZS — 3((1%-"-1)3)

498. Niech n bedzie ustalong liczbg catkowitg dodatnia. Wyznaczy¢ wszystkie n-wyrazowe ciggi
(a1,...,an), spelniajace warunki:

e liczby a; sa calkowite, a1 > ... 2 ay, > 1;
eaj+...+a, =2n;
e dla kazdego uktadu wskaznikéw 1 <41 < ... < ix <n (dla dowolnego k) suma a;y + ...+ a;, jest

rézna od n.

497. Niech tréjka (z,y, z) bedzie rozwiazaniem. Podnoszac pierwsze réwnanie
uktadu do potegi drugiej i trzeciej, dostajemy zwiazki

2 +y? + 2%+ 2wy +yz + 2x) =0,

23 3+ 22 4 3wy (aty) + yz(y+2) + za(2+x)] + 6zyz = 0;
a zastepujac (z+y) przez —z (itd.), mamy stad
2342 + 2% — 3zyz = 0.
Badany uklad rownan przybiera postaé
r+y+z =0
Yy +yz + zx = —3ab
TYZ = a® 4+ b
To znaczy, ze (x,y, z) jest clagiem wszystkich pierwiastkéw (z uwzglednieniem
krotnodci) wielomianu
P(t) = t* — 3abt — (a® + b°).
Od razu widaé, ze P(a + b) = 0, co pociaga rozklad na czynniki
P(t) = (t —a —b)[t* + (a + b)t + (a® — ab + b?)].
Jedna z liczb z, y, z jest wiec réwna a + b, pozostale dwie za$ sa pierwiastkami
tréjmianu w nawiasie kwadratowym. Jego wyrdznik
A= —3(a—b)%
stad a = b oraz
P(t) = (t — 2a)(t + a)?.
Dostajemy odpowiedz: jezeli a # b, wyjsciowy uklad réwnan nie ma rozwigzania
rzeczywistego; a jezeli a = b, to rozwiazaniami sa tréjki (2a, —a, —a),
(—a,2a,—a), (—a, —a,2a).

498. Wezmy dowolny ciag (a1, ..., a,) spelniajacy podane warunki. Jezeli

ay > n, to (a1,...,an) = (n+1,1,1,...,1) — 1 jest to dobry ciag. Jezeli a,, > 1,
to (a1,...,an) =(2,2,...,2) — 1 jest to takze dobry ciag, pod warunkiem, ze n
jest liczba nieparzysta. Dalej zaktadamy, ze a1 < n, a, = 1.
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Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
390 (WT = 2,20) i 391 (WT = 3,18)
z numeru 1/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 31,25
Marian Lupiezowiec — Gliwice 26,54
Konrad Kapcia — Czestochowa 17,65
Mateusz Lacki — Krakéw 17,27

Klub 44
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Oznaczmy s; = a1 + ...+ aj i niech m bedzie najwickszym numerem, dla
ktérego s,, < n. Liczba n jest (z zalozenia) rézna od sumy dowolnie wybranych
wyrazéw a;, Wiec n # S, oraz n # Sy, + an = Sy + 1; zatem s, < n — 2. Skoro
za8 Spt1 > N, 10 Ay > 2.

Przyjmijmy, ze ciag (a1, ...,a,) ma na koncu = jedynek, a przed nimi y dwdjek
(x >0, bo a, = 1). Tak wiec
2n=2ai >x+2y+3n—2x—y),
skad 2z + y > n. Mamy tez nieréwnosé
N —Sm < Sm+l — Sm = Am+1 < Gm < Sm,
z ktérej wynika, ze s, > %n, wiec
n _2r+vy

nTemS e ST
Wezesniej stwierdziliSmy, ze a,,4+1 > 2. To znaczy, ze wsrdd skladnikdéw sumy
Sm = a1 + ...+ a; nie ma wyrazéw a; < 2. Mamy w takim razie do dyspozycji
wszystkie x jedynek i y dwdjek, z ktérych mozna zbudowaé kazda liczbe
mniejsza od x + 2y. W szczegdlnodci liczba n — s, daje sie przedstawi¢ jako
suma pewnej ilosci jedynek i dwéjek, bedacych wyrazami ciagu (a;). Tym
samym liczba n okazuje sie by¢ réwna sumie pewnych wyrazow a;, whrew
postawionemu warunkowi.

<+ 2y.

Whiosek: jedynymi dobrymi ciagami (a1, ...,a,) sa te wspomniane na poczatku
rozwiazania.

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

394. Z siedmiu kart do gry zbudowano ,domek” (zob. rys. 1). Jedli
wspdélezynnik tarcia kart o stél i o siebie nawzajem jest réwny p = 0,25, to
jaka jest minimalna warto$¢ kata o miedzy gérnymi kartami a poziomem? B

Jaka jest minimalna warto$¢ kata  miedzy dolnymi kartami a poziomem? 7
Zakladamy, ze kat « jest jednakowy dla obu gérnych kart, a kat 3 —
jednakowy dla czterech dolnych.

Rys. 1

395. Automatyczna spluczka zawiera zbiornik, ktérego Scianka boczna moze si¢ obracaé¢ bez oporu
wokél ustalonej osi (rys. 2). Jesli wysoko$é §cianki ponizej osi obrotu jest réwna h, to do jakiej
wysokoéci H powyzej osi musi si¢ nala¢ woda, aby Scianka si¢ obrdécita i zbiornik ulegl opréznieniu?

394. Na gérna karte dzialaja cztery sily (rys. 3) — sila ciezkosci P zaczepiona

w jej srodku, sita reakcji R = P, sita tarcia 7" i réwnowazaca ja sila ze strony
drugiej gérnej karty, ktora dla uproszczenia oznaczymy takze T. Rozpatrujac
momenty sil wzgledem punktu podparcia, stwierdzamy, ze warunkiem réwnowagi
jest

P 1

2T  2u’

Na kazda z dolnych kart dziala dodatkowo czwarta czes¢ ciezaru trzech lezacych

Pcosa =2Tsina, czyli tga =

na nich kart (rys. 4), a stad wyliczamy tg 3 = T Wartosci liczbowe wynosza
i

o = 63,4°, 3 = 70,7°.

395. Scianka sie obroci, gdy catkowity moment dziatajacej na nia sily parcia
wzgledem osi stanie sie rowny zeru, tzn.
H
/ ph/dh’ = 0.
—h
Zmienna h' jest wysoko$cig mierzona od osi w gére, a ci$nienie p jest
proporcjonalne do glebokoéci H — h'. Zatem

H
/ (H — W)Rdh = 0.
—h

Scalkowanie daje nam réwnanie H® = 3Hh? 4 2h3, czyli H = 2h.
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