Gestos¢ ciggow liczbowych

Rozwigzanie zadania F 647.
Lina kolejki podparta jest w regularnych
odstepach na stupach.

Jesli lina nie porusza si¢, mozliwe jest
wzbudzenie w niej drgan o dtugoéci
réwnej %
Zamocowania liny (wezly drgan) znajduja
si¢ w takim przypadku na stupach.

Jesli jednak porusza si¢, pojawia sig
dodatkowe tlumienie, wynikajace

z tego, ze miejsce styku liny zmienia si¢

i wszelkie wzbudzone drgania szybciej
zanikaja.

gdzie n to liczba naturalna.
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Rozwigzanie zadania M 1103.
Przypusmy, ze p,4+1 = 5 dla pewnego n.
Oznacza to, ze istnieja takie liczby
catkowite nieujemne a, b, ¢, ze
Pip2 .. .Pn + 1 =2%.3%.5°
Stad oraz z réwnosci p1 = 2, ps = 3
wynika, ze a = 0, b = 0. Wtedy liczba
pip2 - ..pn = 5° — 1 jest podzielna
przez 4. OtrzymaliSmy sprzecznosé, gdyz
p1 = 2, a pozostale wyrazy ciagu (pn) sa
liczbami nieparzystymi.
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Poréwnywanie obiektéw moze by¢ trudne. Czesto wynik zalezy od wybranej
metody. Zjawisko to zilustrujemy, poréwnujac wielkosci zbioréow, ktérych
elementami sa liczby naturalne.

Liczby parzyste sa podzbiorem wlasciwym zbioru liczb naturalnych. Z tego
punktu widzenia (relacji zawierania) zbiér liczb parzystych jest mniejszy
od zbioru liczb naturalnych. Mozliwosé stosowania tej relacji jest jednak
bardzo ograniczona. Na przyklad zbiory U = {12,22 32 42 ...} oraz

V = {13,23,3%,4% ...} nie sa w tym sensie poréwnywalne.

Mozna jednak na zbiory U i V spojrzeé¢ inaczej. Gdyby przynajmniej jeden

z nich mial skonczona ilos¢ elementéw, to za wiekszy zbiér mozna by uznaé

ten, ktéry ma wiecej elementéw. Nietrudno jednak zauwazyé, ze zbiory U i V/
sg réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych, maja wiec tyle samo elementéw

i mozna je uznaé za rowne. Takie podejécie nie pozwala wiec rozrézniaé zbiorow
przeliczalnych.

Opiszemy wiec inne sposoby poréwnywania wielkosci zbioréw (ciagéw) zlozonych
z liczb naturalnych. Zaznaczajac na osi liczbowej elementy zbioru U oraz zbioru
liczb parzystych, zauwazamy, ze elementy zbioru U (w przeciwienstwie do liczb
parzystych) pojawiaja sie coraz rzadziej. Przyjmijmy zatem, ze ten cigg bedzie
wiekszy, ktorego elementy bedq gesciej rozmieszczone w zbiorze liczb naturalnych.
Problemem jest podanie zasad okreslania gestosci rozmieszczenia elementow
danego zbioru w zbiorze liczb naturalnych i jej liczbowej charakteryzacji.

Propozycja jest nastepujaca. Okredlmy tzw. funkcje gestosci d : 2" — [0, 1]
poprzez nastepujace cztery wlasnosci:

1) gestosé zbioru liczb naturalnych jest réwna 1;

2) gestos¢é dwoch roztacznych zbioréw jest réwna sumie gestosci tych zbioréw;

3) przesunigcie dowolnego zbioru nie zmienia jego gestosci: d(A) = d(A + 1),
gdzie A+ 1={y:y=a+1,2€ A};

4) rozrzedzenie dowolnego zbioru zmniejsza jego gestosé: d(sA) = 1d(A), gdzie
sA={y:y=sz,x € A} dlas e N

Korzystajac z wlasnosci 1-4, nietrudno wykazaé, ze gesto$¢ zbioréw skonczonych
jest réwna zeru. Wynika stad juz tatwo, ze funkcja gestosci nie jest miarg

na zbiorze liczb naturalnych (zbiér wszystkich liczb naturalnych ma gestosé 1,

a jest suma przeliczalnej rodziny roztacznych zbioréw jednopunktowych

o gestosci 0).

W oparciu o metody matematyki wyzszej tatwo wskazaé przyktad funkcji
gestosci. Mianowicie funkcja dana wzorem

gdzie symbol Lim oznacza uogdlniong granice Banacha, symbol #X za$ oznacza
liczbe elementéw zbioru X, jest funkcja gestosci.

#(AN (L n])

O zwigzku funkcji gestosci z miarg, czyli prawdopodobienstwem, oraz o uogélnionej granicy Banacha,
jest mowa w artykule Michata Adamaszka w tym numerze Delty na str. 10-11.

Na szczedcie mozliwe jest efektywne stosowanie wzoru (). Z okredlenia
uogblnionej granicy Banacha wynika, ze jest ona réwna zwyklej granicy, o ile
ta ostatnia istnieje. Korzystajac z tego, mozna wykazaé, ze zbior

B ={1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19,21, .. .}
wszystkich liczb bezkwadratowych (tj. liczb naturalnych niepodzielnych przez
kwadrat liczby wiekszej od 1) ma gestosé d(B) = 6/72.

Inny sposéb wykorzystania wzoru (x) opiera sie na nastepujacej obserwacji.
Lemat. Jezeli ciag rosnacy liczb naturalnych A = {a; < as < az < ...} spelnia

warunek khjl(;lo % =gq, to d(A) = q.
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Rozwigzanie zadania M 1102.
Poniewaz prosta C'D jest dwusieczng kata
ACB, wiec DA = DF.

C

RN
A

Analogicznie mamy DE = DB. Ponadto
A BDF = S ECF = < EDA. Uzyskane
réwnosci dowodza, ze tréjkaty ADE

i FDB sa przystajace, skad AE = BF.

Dowéd. Jesli k = #(AN[1,n]), to ap < n < agq1. Z ostatniej nieréwnosci
wynika, ze
k k
D D
ap+1 — 1 n o oag

Poniewaz, klin;o = klin;o a1 — 4 wiec (A) =q.

Korzystajac z tego lematu, obliczamy gesto$¢ zbioréw U oraz V: d(U)=d(V)=0.
Prostymi przykladami zbioréw o niezerowej gestosci sa ciagi arytmetyczne
A={ay=ak+r:k=0,1,2,3,...} CN

Poniewaz lim £ = lim —£— =1 wiec d(4) = 1/a.

k—oo k—o0o

Wyznaczymy teraz gestosé zbioru wszystkich liczb pierwszych

P ={p1 <p2<ps<...}, ktérego rozmieszczenie w zbiorze liczb naturalnych
odznacza si¢ duza chaotycznoécia i wciaz jest dla nas malto znane. Z twierdzenia
o liczbach pierwszych J. Hadamarda — C. de la Vallée Poussina (z 1896 roku)
wiadomo, ze m(n) ~ nlnn, gdzie 7(n) to liczba liczb pierwszych niewiekszych
od n. Wobec tego

Niech z, oznacza liczbe przedstawien n jako sumy liczb naturalnych ustawionych
w porzadku niemalejacym. Utwérzmy zbiér
Z ={z,:neN} ={1,2,3,5,7,11, 15,22, 30,42, 56, .. .}.

Cho¢ nie znamy prostego i $cistego wzoru na z,, to istnieje zadziwiajacy
wzér na przyblizenie tej liczby, podany w 1918 roku przez G.H. Hardy’ego
i S.S. Ramanujana:
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Korzystajac z tego przyblizenia, obliczamy lim 7 = 0, wiec d(Z) = 0.

Zn =

Podobnie rzecz ma sie z ciagiem Fibonacciego (opisanym w 1228 roku)

F={f,:neN}={1,1,2,3,58,13,21,.. .},
ktérego kolejne wyrazy dane sa formula rekurencyjna: f1 = fo =1,
frn42 = fu + fny1. Korzystajac ze wzoru Bineta

145\ 1=\ _
fn—ﬁ 5 - 5 ~

gdzie o = Y5 obliczamy lim 2 = lim ’;—‘/5 = 0. Zatem d(F) = 0.

n
2 n— oo In n—oo

™

Na zakoniczenie wspomnijmy jeszcze o innym wprowadzeniu gestoéci podanym
przez L.G. Schnirelmana w 1930 roku. Gestoscia Schnirelmana zbioru
A C NU {0} nazywamy liczbe

D(4) = inf AN
n>0 n

Pojecie to wykorzystywane byto w badaniu tzw. sumy kompleksowej
zbioréw A i B tzn. zbioru A+ B ={a+b:a € A,bec B}. Wyznaczenie
sumy kompleksowej nawet prostych zbioréw jest zazwyczaj do$¢ trudne.
Schnirelman wykazal, ze D(P + P) > 0. Poniewaz z wlasno$ci uogélnionej
granicy Banacha wynika, ze d(A) > D(A), wiec zbiér P + P (czyli zbi6r liczb
parzystych, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch liczb pierwszych)
ma dodatnia gestosé, tj. d(P + P) > 0. Rezultat ten gwarantuje, Ze stynna
hipoteza Goldbacha z 1742 roku (HG: kazda parzysta liczbe naturalna wieksza
od 2 mozna przedstawi¢ jako sume dwdch liczb pierwszych) sprawdza sie
w nieskoniczenie wielu przypadkach (nawet zachodzi ,z dodatnia czestodcia”).
Ale czy we wszystkich? — tego nie wiemy do dzis.

Badania nad gestoscia ciagéw sa pomocne przy analizie pewnych zagadnien
matematycznych. Jest to dobrze widoczne w teorii liczb czy analizie
funkcjonalnej. Oméwienie tej problematyki (pokazujacej, co moze maly zbidr)
wykracza jednak poza ramy tej prezentacji.
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