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Paradoks — twierdzenie niezgodne z powszechnie przyjetym mniemaniem,
rozumowanie, ktorego elementy sq pozornie oczywiste, ale wskutek zawartego
w nim bledu logicznego lub nieostrosci wyrazen prowadzgce do wnioskow
sprzecznych ze sobq lub z uprzednio przyjetymi zalozZeniami.
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Definicja paradoksu obejmuje rézne sytuacje, powody i postacie paradoksow.
Wobec tej réznorodnosci form sprobujmy dokonaé klasyfikacji.

Paradoks w sensie potocznym — twierdzenie niezgodne z powszechnie przyjetym
mniemaniem. Matematyka zna wiele twierdzen, nazywanych paradoksami
dlatego, ze cho¢ uzyskane lege artis, stoja w sprzecznosci z potoczng intuicja.
To, na przyklad, twierdzenie Banacha—Tarskiego orzekajace o mozliwosci
rozkladu kuli na skonczenie wiele czesci, z ktérych mozna zlozy¢ dwie
przystajace do niej kule, lub paradoks Skolema-Lowenheima o istnieniu
przeliczalnego modelu teorii mnogosci, teorii, ktéra swoja sile zawdziecza temu,
ze dopuszcza istnienie zbioréw nieprzeliczalnych.

Ten przypadek paradoksu nie jest dla nas interesujacy, gdyz $wiadczy
o intuicjach raczej niz o samej matematyce. Zajmiemy sie natomiast innymi
postaciami paradoksow, o ktérych nizej.

Aporia — trudnosé myslowa, wynikajaca z nieumiejetnosci rozstrzygniecia
wartosci argumentéw za i przeciw pewnej tezie. Najbardziej znane aporie
pochodza sprzed okolo 2500 lat, z okresu, gdy m.in. w srodowisku eleatéw
rozwijaly sie poczatki rozumowania dedukcyjnego. Paradoksy Zenona z Elei,
stuzace do uzasadnienia tezy o niezmienno$ci i niepodzielnosci bytu, sa
powszechnie znane, przyjrzyjmy sie wiec podobnemu rozumowaniu Demokryta
(przetom V i IV wieku p.n.e). Wyobrazmy sobie stozek, ktéry przecinamy
plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy. Czy pola przekrojow sa jednakowe
dla kazdej plaszczyzny, czy rézne dla réznych plaszcezyzn? Jesli jednakowe, to
stozek jest w istocie walcem. Jedli rozne, to stozek musi by¢ bryla podobna
do pietrowego tortu (rysunek). Nie ma zatem dobrej odpowiedzi.

Paradoks Demokryta jest bardzo bliski znanemu paradoksowi strzaly Zenona

z Elei. Chodzi tu o strukture przestrzeni: jesli odcinek (wysokosé stozka) sktada
sie z pojedynczych punktéw, otrzymaé musimy tort; jedli jest nierozktadalng
calodcia, otrzymujemy walec. Rozwiazanie przynosi dopiero nowozytne pojecie
przestrzeni, taczace oba te aspekty. Odcinek jest istotnie zbiorem punktow,
jednak tzw. naturalny porzadek tworzy z niego pewna calos$é, strukture ciagla
bez luk i skokow, co tlumaczy ciagla, a nie skokowa zmiane pola przekroju
stozka. Takie wyjasnienie nie bylo jednak dostepne w czasach Demokryta

i Zenona. Trudno$¢ wynikla z niedostatku dostepnego aparatu pojeciowego.

Przeskoczmy okoto 2400 lat, ladujac na przetomie XIX i XX wieku. Teoria
mnogoéci przekracza wlasnie wiek niemowlecy i wchodzi w dziecinstwo,
legitymujac sie nastepujaca definicja zbioru, wprowadzona przez jej tworce,
niemieckiego matematyka Georga Cantora: ,,Zbiér to dowolna, traktowana
jako cato$¢ mnogo$é M roznych dobrze okreslonych obiektow naszej intuicji lub
umystu, zwanych elementami M”.

Rozwazmy zatem za Bertrandem Russellem, angielskim filozofem i logikiem,
zbiér U okredlony nastepujaco: U = {X : X & X}. Czy U € U? Przedstawione
na marginesie rozumowanie wykazuje, ze U € U wtedy i tylko wtedy, gdy U € U.

Paradoks Russella wynika z nader ogdlnej definicji zbioru, dopuszczajacej
tworzenie zbioru takiego jak U (ktéry bez trudu ogarniamy umystem jako
calo$é). Wsréd réznych odpowiedzi na ten niepozadany w matematyce paradoks
przewazyla koncepcja oparcia teorii zbioréw na mocnych fundamentach
aksjomatycznych, stanowigcych posrednio precyzyjna definicje zbioru,

m.in. wykluczajacych mozliwo$¢ tworzenia zbioru ,,wszystkich elementow”
spelniajacych dany warunek. Taki zbiér mozna zbudowaé tylko z elementow
zbioru juz istniejacego. Zrédlem paradoksu okazala sie nieostro$¢ definicji.

Antynomia — sprzecznos¢, wynikajaca z rozumowania uznanego za poprawne
i przestanek uznanych za prawdziwe. Poszukujac antynomii, cofnijmy sie
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Jedli zdanie Z jest prawdziwe, to prawda
jest to, co orzeka, a wigc Z jest falszywe.
Jesli natomiast Z jest falszywe, to nie
jest prawda to, co glosi, a zatem nie jest
falszywe — jest wigc prawdziwe.

Jedli zdanie Z; jest prawdziwe, to prawda
jest, ze nie jest prawdziwe — a wigc nie

jest prawdziwe. Jesli natomiast zdanie Z;
nie jest prawdziwe, to orzeka prawde, jest
zatem prawdziwe.

Zo:

: Zdanie Zs jest falszywe.

Zdanie Zy jest prawdziwe.

: Dla kazdego k > 1, Zj, jest falszywe.
: Dla kazdego k > 2, Zj, jest falszywe.

: Dla kazdego k > n, Zj jest falszywe.

ponownie do czaséw greckich. Eubulidesowi (IV wiek p.n.e.) przypisuje sie
wygloszenie nastepujacego zdania: ,To, co teraz mowie, jest ktamstwem.”
To paradoks ktamcy, ktéry w dzisiejszym jezyku mogliSmy zapisaé jako
zdanie Z: Zdanie Z jest falszywe. Zdanie Z jest oczywiscie prawdziwe wtedy
i tylko wtedy, gdy jest falszywe.

Rozumowanie przedstawione na marginesie wydaje sie sugerowac, ze problem
bierze sie ze zbyt malej liczby wartosci logicznych: zdanie niefalszywe uznajemy
od razu za prawdziwe. Pomy$lmy zatem o logice, w ktérej prawda i falsz

nie sg jedynymi warto$ciami logicznymi i zastanéwmy sie nad zdaniem Z;

o tredci nastepujacej: Zdanie Zy nie jest prawdziwe. Ponownie otrzymujemy
paradoksalng sprzeczno$é: zdanie Z; jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
nie jest prawdziwe.

Mamy sytuacje bardzo niepokojaca: poprawne rozumowanie prowadzi
do paradoksalnego wniosku, mimo wprowadzenia nowych wartosci logicznych.

Paradoks ktamcy bywa niekiedy przypisywany temu, ze mamy do czynienia
ze zdaniem, ktére orzeka samo o sobie. Obok widaé¢ jednak dwa zdania,

z ktérych zadne nie méwi samo o sobie, ale razem tworza cato$¢ réwnie
paradoksalng jak paradoks klamcy. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze mozna
utworzy¢ zestaw trzech, czterech lub wigkszej liczby zdan, ktore razem dadza
podobny efekt. Nalezaloby wiec odrzuci¢ mozliwos¢ powracania do pierwszego
zdania, nawet jesli po drodze przechodzimy przez kilka innych?

Popatrzmy na nastepny przyktad. Dla kazdego n € N niech zdanie Z,, stwierdza
co nastepuje: Dla kazdego k > n, zdanie Zy, jest falszywe. Jesli zdanie Z,, jest
prawdziwe (dla pewnego n), to wszystkie zdania Zi, gdy k > n, sa falszywe,

w szczegbdlnodei zdanie Z,,41. Jednocze$nie zdanie Z,, 11 jest tez prawdziwe,

bo wszystkie zdania Zy, gdy k > n + 1, sa falszywe — sprzecznosé. Wniosek:
wszystkie zdania Zj muszg by¢ falszywe. Ale wtedy kazde z nich jest prawdziwe
i w rezultacie jednoczesnie prawdziwe i falszywe!

Budowanie zdan — jedli nie ma prowadzi¢ do paradokséw — musi zatem by¢
poddane pewnym rygorom, podobnie jak budowanie zbiorow. Przede wszystkim,
nalezy jasno rozrézniaé poziomy jezyka. Jesli zdanie Z nalezy do jakiego$
jezyka (np. jezyka opisu pewnej rzeczywistosci), to zdanie méwiace o zdaniu Z
powinno by¢ na poziomie wyzszym niz poziom samego zdania Z. Przy takim
wymogu zdanie méwiace samo o sobie zostatoby wykluczone jako niezgodne

z regulami. Co wiecej, hierarchia pozioméw nie moze dopuszczaé¢ cyklicznoscei,
to znaczy jesli poziom k jest nizszy niz poziom [, to poziom [ nie moze by¢
nizszy niz k. W ten sposéb eliminujemy cykle zdan, takie jak zdania Z; i Z»
na marginesie. Wreszcie, hierarchia pozioméw musi by¢ dobrze ugruntowana:
schodzac na coraz nizszy poziom, po skonczonej liczbie krokéw musimy trafi¢
na poziom, z ktérego juz nizej nie ma dokad pdjs¢. Pozbywamy sie wtedy
sytuacji takich, jak w nieskonczonym ciggu zdan powyzej.

Jak widaé¢, aporie i antynomie niekiedy sktanialy do istotnych zmian

w konstrukeji teorii, niekiedy inspirowaly wazne wyniki (dowdd twierdzenia
Godla o niezupelnosci arytmetyki jest rozwinieta trawestacja paradoksu
klamcy). Tak jak goraczka wskazuje na potrzebe interwencji lekarskiej, tak
paradoksy wskazuja na luki w konstrukeji teorii i na potrzebe interwencji jej
tworcoOw.

Pozostawiliémy na boku jeszcze jeden rodzaj paradokséw: to te, ktére powstaja
w wyniku bledu logicznego. Ciekawe sa zwlaszcza te zamierzone.

Sofizmat — rozumowanie czesto $wiadomie bledne, majace na celu oszukanie
stuchacza lub czytelnika. Przyktad? Udowodnimy, ze dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwe jest zdanie: (Vm € N)(m < n = m =n).

Dowdd indukeyjny: Gdy n =11im < n, to m =1 =n, gdyz 1 jest najmniejsza
liczba naturalna. Zalézmy, ze dla pewnej liczby naturalnej n zdanie jest
prawdziwe i niech m < n+ 1. Wtedy m — 1 < n i z zalozenia indukcyjnego

m — 1 = n. Stad juz mamy réwnosé¢ m = n + 1.

Czytelnik tatwo sam wywnioskuje z tego twierdzenia, iz e = 7.
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