Wiosng 2004 roku na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

odbyt sie cykl imprez pod wspdlnym tytutem Konfrontacje Matematyczne. Byty to cztery
pary wyktadoéw. Kazda para wyktadéw miata wspdlny temat, przy czym jeden z wyktadajacych
byt matematykiem, a drugi — przedstawicielem catkowicie odmiennej dyscypliny. Numer

jest sprawozdaniem z tych konfrontacji archeologa, prawnika, historyka sztuki i filologa

z matematykami.

Kroétkie rozmowy miedzy sumerologiem a matematykiem

Marek STEPIEN,
Jerzy TYSZKIEWICZ
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(Awers)
1. 59 gu2 mangaga

2. ki ur-{d}li9-si4-na

3. ensi2 umma{ki}

4. u-bar-um

5. szu ba-an-ti

6. sza3 i-szim-{d}szul-gi{ki}-ra
(Rewers — niewidoczny na zdjeciu)
1. ugula nu-i-da

2. giri3 ur-{d}nin-gubalag sukkal
(pusta linia)

3. iti ezem me-ki-gal2-la

4. mu en {d}nanna ba-hun

Marek Stepien, Instytut Historyczny
Uniwersytetu Warszawskiego

Jerzy Tyszkiewicz, Instytut Informatyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

W roli sumerologa Marek Stepien, w roli matematyka Jerzy Tyszkiewicz.

AKT PIERWSZY

Sumerolog: Zobacz, co ze soba przyniostem. To gliniana tabliczka zapisana
znakami klinowymi w jezyku sumeryjskim przed 4 tysiacami lat.

Matematyk: Slicznal A co na niej jest napisane?

S: To pokwitowanie na 59 talentéw (gu2) liSci palmowych (mangaga), ktére
Ur-Lisi, gubernator (ensi2) miasta Umma, przekazal czlowiekowi o imieniu
Ubarum. Zapewne ensi sam tym towarem si¢ nie zajmowal, a tylko formalnie
jest wymieniony na tabliczce jako gléwny zarzadca majatku panstwowego

na tym terenie. Byl on réwniez odpowiedzialny za wystanie poza prowincje lidci
zebranych z gajow panstwowych. Ur-Ningubalag, poslaniec (sukkal), mial je
przetransportowaé¢ do miejscowosci Iszim-Szulgi, gdzie gléwnym zwierzchnikiem
pracownikéw (ugula) byl Nuida. Transliteracje tekstu masz obok, a tlumaczenie
wlasnie poznales.

To wszystko dziato sie¢ w panstwie III Dynastii z Ur, ktora rzadzita
Mezopotamia w XXI wieku przed nasza era. Dokladnie, bylo to w XI miesiacu
9. roku panowania kréla Amar-Suena (data to ostatnie dwie linijki).
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M: T co sie potem stalo z ta masa lisci? Kiedy$ mi
moéwites, ze talent to okoto 30 kilograméw, wigc ten
transport to byto ponad 1,7 tony.

S: Nie wiadomo. Nie znaleziono dotad zadnej
tabliczki, na ktérej mozna by o tym przeczytac.
Zapewne wykorzystano ten material przy jakichs
budowach.

M: A zdarza sie, ze mozna przesledzi¢ losy jakiegos
towaru lub cztowieka na kilku tabliczkach?

S: Tak, znanych jest wiele takich przykladow. Popatrz

na te pare dokumentéw:

(Awers)
1) 47 geme2 usz-bar 47 tkaczek 1) 47 geme2 usz-bar
2) en-du8-du-ta z Endudu 2) gi zi ga6-ga2
3) e2-masz-sze3 do Emasz 3) en-du8-du-ta

4) gi-zi ga6
5) gurum2 ak u4 8-kam

1) ugula i3-kal-la
giri3 ad-da

2) iti ezem {d}szul-gi
8) mu {d}i-bi2-{d}suen
lugal

trzcing nosito

kontrola 8. dnia

(Rewers)
nadzorca Ikalla
posrednik Adda
miesigc X
rok Ibi-Suen

krélem

4) e2-masz-sze3
5) ugula i3-kal-la

1) IGI-NIG2 ak u4 22-kam
2) giri3 ad-da

3) iti ezem {d}szul-gi
4) mu {d}i-bi2-{d}suen
lugal

W prawym tekscie pojawia sie 22. dzien zamiast 8.,
a kolejnosé informacji jest lekko zmieniona.



Rozwigzanie zadania M 1096.
Z réwnosci A DAB = L ABC wynika,
ze LAMD = S BMC, a wigc réwniez
LAMC = X DMB.

C

A M B

Ponadto AM = DM oraz BM = CM.
Stad wynika, ze tréjkaty AMC i DM B
sg przystajace, a zatem AC = BD.

Rozwigzanie zadania F 643.

‘W momencie, gdy klocek znajduje

si¢ w najnizszej pozycji, caltkowita
energia uktadu sklada si¢ tylko

z energii kinetycznej ruchu obrotowego
i postepowego rurki:

Mvs  MR? o} A2
T 2 rz T Yo
a w polozeniu najwyzszym dochodzi
energia kinetyczna i potencjalna klocka
(rysunek).

E

2’U1

m(2v1)?

FE = J\/['uf —+ + 2mgR =

= J\/['uf + 2m'uf + 2mgR.

Warunek, aby uktad toczyt sie,
a nie ,bujal”, to 'Lf > 0, a warunek
nieoderwania si¢ klocka w najwyzszym
potlozeniu to
2
mv—l >mg,
R
czyli ’Uf > gR. Drugi warunek jest
silniejszy od pierwszego, wigc zajmiemy
si¢ tylko nim. Z zasady zachowania
energii otrzymujemy
5 J\/['u?] —2mgR
e M + 2m
a po podstawieniu do warunku

N r(1+ dm
v 3 — .
0 g M

v

W rzeczywistosci podobnych tabliczek jest 8, tkaczek raz jest o kilka wiecej,
a raz o kilka mniej. Wyglada, ze nosily te trzcine z Endudu do Emasz codziennie
przez prawie caly X miesiac owego roku.

M: Fantastyczne. Czy warto byloby szukaé¢ dalszych takich grup tekstéw?

S: Oczywiscie, ale ostrzegam, ze to strasznie pracochlonne zajecie.

AKT DRUGI

M: Czesé, Marku! Mowiles, ze warto szukaé¢ par powiazanych ze sobg
dokumentéw. Zabralem sie za to i mam chyba pewne efekty. Czy chcialbys
rzuci¢ na nie okiem, zeby mi powiedzie¢, co naprawde znalaztem i jaka to ma
wartosé?

S: Pokaz, co tam masz! Rzeczywiscie! To dokumenty wyptat dla tkaczek
pracujacych w zakladzie tekstylnym. Placa byta ,w naturze”, tutaj jest mowa
o przydziatach zboza — jednostka jest sila3, taki sumeryjski litr.

1) 18 geme2 50 sze lugal-ta
2) 134 geme2 30-ta
3) 5 geme2 a2 1/2 30-ta

18 pracownic po 50 sila 1) 18 geme2 50 sze lugal
134 pracownice po 30 sila 2) 134 geme2 30-ta lugal
5 pracownic na pot etatu po 30 sila  3) 5 geme2 a2 1/2 30-ta

4) 4 geme2 szu-gi4 20-ta 4 stare pracownice po 20 sila 4) 4 geme2 szu-gi4 20-ta
5) 19 dumu 20-ta 19 dzieci po 20 sila 5) 19 dumu 20-ta

6) 25 dumu 15 sila3-ta 25 dzieci po 15 sila 6) 25 dumu 15 sila3-ta
7) 41 dumu 10-ta réznical po lewej 41, po 7) 43 dumu 10-ta

prawej 43 dzieci po 10 sila

=

8) 1 gurusz szu-gi4 50
9) sze-bi 6365 sila3 gur

1 stary pracownik po 50 sila 8) 1 gurusz szu-gi4 i3-du8 50
podsumowania sze-bi réznia sie 9) sze-bi 6385 sila3 gur

o wyplate dla 2 dzieci po 10 sila

Wprowadzono podsumowanie

10) iti 1-kam iti 3-sze3 znakiem szu+nigin2 po lewej, bo

11) szu+nigin2 19095
sila3 gur

12) sze-ba geme2 usz-bar
13) ugula ur-{d}da-mu
14) iti ezem {d}ba-u2-ta
15) iti amar-a-a-si-sze3
16) mu sza-asz-ru-um{ki}
ba-hul

ten dokument obejmuje miesigce

od VIII do X roku, w ktérym 10) sze-ba geme2 usz-bar
11) ugula ur-{d}da-mu
12) iti sze-KIN-kub

13) mu sza-asz-ru-um{ki}
ba-hul

Szaszrum zostalo zniszczone,
a prawy tylko jeden, XI miesiac
tego roku, wigc dodatkowego

podsumowania nie ma. Nadzorca

tej pracy to Ur-Damu, ten sam

w obu dokumentach.

Wyglada, ze w dokumentach zachowal si¢ slad po narodzinach dwojga dzieci.
To, ze sa wymienione na liscie plac, nie znaczy, ze same naprawde tkaly,

a raczej, ze ich matki dostawaly na nie zasitek socjalny (4 tysiace lat temu!)
wyplacany przez pracodawce. Podobnie bylo zapewne ze starymi pracownikami
wspomnianymi w tekscie. To byli w rzeczywistosci emeryci.

M: A czy to wazne odkrycie?

S: W kazdym razie — ciekawe. Na pewno trzeba bedzie zmieni¢ poglad

na datowanie obu tabliczek. Spdjrz na ich sygnatury: lewa to BM 17970=7T
2017=ASJ (AS6/m08), a prawa BM 20461=SAT 1:276 (S42/m11). Czyli
pierwsza jest datowana na 6. rok panowania Amar-Suena (AS6), a druga na 42.
rok panowania jego ojca Szulgiego (S42). Obydwaj w tych latach niszczyli
miasto Szaszrum i umiescili ten czyn w datach rocznych tabliczek (ostatnie linie
obu tekstow). Widaé z poréwnania tabliczek, ze jeden z tlumaczy mial racje,

a drugi sie mylit co do wyboru roku.

Zestawienie tych tabliczek potwierdza regularno$¢ comiesiecznych wyplat
dla pracownic tkalni panstwowych oraz dla oséb objetych opieka spoleczna.
To istotne ustalenia.

Ale jak wpadles$ na to, zeby je poréwnacé¢? Dla mnie jedynym lacznikiem jest
imie¢ Ur-Damu, popularne w owych czasach. Nosilo je wielu ludzi, z ktérych
zreszta zaden nie zrobil jakiej$ oszatamiajacej kariery.

M: Spéjrz na sekwencje liczb na tabliczkach. To one je zdradzily. Sa prawie
identyczne (jedyna réznica to 41 / 43) az do miejsca, gdzie zaczynaja sie
podsumowania. Moi studenci napisali program, ktory z tekstéw tabliczek
zebranych w bazie danych (sam zreszta uczestniczyles w jej tworzeniu) wydobyl
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Rozwigzanie zadania F 644.

W sytuacji, gdy pierscienie sa

w réwnowadze, sila odsrodkowa

(w ukladzie nieinercjalnym zwigzanym
z pretem) musi réwnowazy¢ site
sprezystodci:

k- Al

m

W1+ Al) =
gdzie Al to wydluzenie pojedynczej
sprezyny, a stad

mw?l

Al =

k—mw?’
Widzimy, ze polozenie réwnowagi bedzie
istnie¢ tylko wtedy, gdy k > mw?,
w przeciwnym przypadku po rozpedzeniu
uktadu pierscienie beda oddala¢ sie, az
zalezno$¢ sity od wydluzenia sprezyn
przestanie by¢ liniowa badz sprezyny
zZerwy sie.
Moment bezwladnosci wynosi
2mk?1?
a energia kinetyczna to
o E _ mw?k21?
2 (k — mw?)2
i jest wigksza niz energia kinetyczna
w przypadku, gdy pierscienie sg sztywno

2m(l 4+ Al)? =

zamocowane.

S: A po co te spacje, skoro sa z nimi klopoty?

M: Uzytbym ich, gdyby np. kilka liczb z jednego
tekstu bylo uszkodzonych i przez to nieczytelnych,

albo w wickszym tekécie gdzie§ w trakcie wyliczenia
pojawito sie podsumowanie czastkowe, a w tym drugim,

podobnym, nie byloby go.

S: Czy z tego wynika, ze zeby sie twoja metoda
postuzy¢, bede musial powtérzyé logarytmy ze szkoly?

tylko sekwencje liczb, a nastepnie specjalnie zaadaptowany algorytm,
zaczerpniety z dziedziny biologii obliczeniowej, porownywatl te ciagi z réznych
tabliczek, oceniajac ich podobienstwo na podstawie dlugosci dopasowanych
fragmentow i czestosci wystepowania dopasowanych liczb. Te dwie okazaly sie
bardzo podobne pod tym wzgledem. Mam setki albo i tysiace innych par, ktére
rowniez zaslhuguja na sprawdzenie.

S: Czy mozesz to dokladniej wyjadnic¢?
M: Hmmm, bede musial méwi¢ jezykiem do$¢ matematycznym, ale sprobujmy.

W moim eksperymencie miara podobienstwa dwoch dokumentow jest suma
nagréd i kar za nastepujace operacje: wymiany, usuniecia i wstawienia,
niezbedne do zamiany ciagu liczb z jednego dokumentu w ciag liczb z tego
drugiego. Nagrody i kary ustalamy na podstawie tego, jak czesto poszczegdlne
liczby wystepuja wsrod wszystkich znanych nam tekstéw. Im liczba jest rzadsza,
tym wigksza nagroda za to, ze, méwiac obrazowo, pasuje do siebie w obu
dokumentach.

Bardziej formalnie, w celu poréwnania dwie sekwencje liczb moga by¢ ze soba
uliniowione, co polega na wstawieniu do nich spacji (czyli wolnych miejsc,
oznaczanych ponizej kreskami), by osiagnely identyczna dlugosé, napisaniu
ich pod soba i policzeniu kar i nagrod. Najlepiej rozwazy¢ to na przykladzie
poprzednich dokumentéw. W uliniowieniu

18 50
18 50

134 5 4
134 5 4

19 25
19 25

15 41 1
15 43 1

50 6365 19095

50 6385 —

mamy 9 nagrod za zgodnosc liczb, jedna kare wewnatrz ciagu za niezgodnosé 41
i 43, oraz jedna niezgodnos¢ i jedna spacje na koncach sekwencji. Tych ostatnich
nigdy sie nie liczy, wiec wychodzi w sumie 9 nagréd i 1 kara. Nagrody sa rézne:
za zgodno$¢ dwoch liczb 134 jest wieksza niz za zgodnos¢ dwoch jedynek,

bo te drugie sa nieporownanie czestsze i mniej z ich dopasowania wynika.

7 pewnych przyczyn matematycznych kara za dopasowanie liczb to — wybacz mi
stowa, ktére tu padna — minus logarytm przy podstawie 2 z wzglednej czestosci
wystepowania konkretnej liczby w calym zbiorze dostepnych dokumentéw. Kara
za niezgodno$é tez jest wyliczana stosowng formula matematyczna, ale nie
zalezy od tego, jakie konkretnie liczby do siebie nie pasuja. Niestety, nie ma
jeszcze teorii matematycznej, ktéra pozwalataby wyprowadzi¢ wzoér na kare za
spacje, wiec jest ona dobierana przez nas eksperymentalnie i tez nie zalezy od
tego, jaka liczba stoi naprzeciwko. Wartosé uliniowienia to suma kar i nagréd
dla wszystkich miejsc.

genetykow molekularnych do poréwnywania
chemicznych sekwencji bialek w réznych organizmach.
[Byl oméwiony w Delcie 10/2002.] M6j program po
prostu odpowiada na pytanie, jak podobne sa dwa
dokumenty i juz. A potem kazalem mu sprawdzaé
dokumenty z naszej bazy danych kazdy z kazdym

i wypisywac te pary, ktore uznal za wystarczajaco
podobne. Obliczenia trwaly troche ponad tydzien ciaglej
pracy procesora. Teraz przyniostem ci pierwsze 1800 par
do przejrzenia. Oczywiscie, bede mial ich wiecej.

M: Nie, cho¢ nie wiem, co ci sie w logarytmach nie

podoba. Prawda jest taka, ze napisalem program
komputerowy, ktéry wyszukuje najlepsze uliniowienia,
czyli te, ktére maja najwieksza wartos¢ — zauwaz,

ze mogac wstawiaé spacje, te same dwa ciagi liczb
mozna uliniowi¢ ze soba na ogromna liczbe sposobéw

i weale nietatwo jest odszukaé ten najlepszy. W moim
przyktadzie uliniowienie jest optymalne, co nietrudno
zauwazy¢. Do jego znalezienia wykorzystatem

algorytm Smitha—Watermana, ktéry jest uzywany przez

S: Jedli jest tak, jak mowisz, bede mial co robié.

M: Ja tez, bo mojej metodzie daleko do doskonatosci.
Zauwaz, ze nie spos6b nia wychwyci¢ podobienstwa
dokumentéw o tkaczkach noszacych trzcing, bo liczb
na nich za malo, a w dodatku moéwites, ze nie sa

one zawsze identyczne. 7 kolei ta ogromna ilo$¢ lidci
palmowych na dalszych dokumentach pojawiala sie
zapewne juz podzielona na mniejsze porcje. Tematéw
do przyszltych rozmoéw na pewno nam nie zabraknie.

KURTYNA



