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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2005

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 398, 399 3%

398. Po jeziorze biegna liczne drobne fale,

ktorych kierunki zmieniaja sie dowolnie, 10°
a maksymalne nachylenie powierzchni

wody wynosi v = 2°. Obserwujemy odbicie

w wodzie Stonca, ktére jest na wysokosci

¢ = 10° nad horyzontem. Ocenié¢ rozmycie

katowe odbitego obrazu Stonca, wzdtuz

osi ,w poprzek” (kat o na rysunku 1)

i ywzdtuz” (kat ). B

399. Amperomierz przeznaczony

do pomiaru natezenia pradu zmiennego
moze dziata¢ na nastepujacych zasadach:
1) mierzy¢ $rednig warto$¢ kwadratu natezenia pradu
(poprzez np. pomiar sity wzajemnego oddziatywania
dwoch cewek),

2) mie¢ wbudowany prostownik dwupotéwkowy pradu

Rys. 1

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2005

390. Z réwni pochytej o kacie nachylenia a
stacza si¢ kula o masie M zawierajaca
wspélérodkowe kuliste wydrazenie, przy
czym stosunek wewnetrznego promienia do
zewnetrznego (wynoszacego R) jest réwny k,
a poza wydrazeniem rozklad masy jest jednorodny.

Wewnatrz kuli toczy si¢ podobnie wydrazona kulka
o masie m, zewnetrznym promieniu r i tej samej wartosci k.

390. Oznaczmy predkosé srodkéw obu kul przez v. Predkosé
katowa duzej kuli (2) jest powiazana z v wzorem Q = v/R,
a predkosé liniowa punktu styku kul wzgledem uktadu
zwigzanego z ich §rodkami wynosi kQR. Przyréownujac

to wyrazenie do wr (gdzie w — predko$é katowa malej

kuli), znajdujemy w = kv/r. Te same zwiazki obowiazuja
dla przyspieszenia liniowego a, przyspieszenia katowego
duzej kuli €1 oraz matej kuli 2, tzn. e1 = a/R, €2 = ka/r.
Oznaczmy przez X sktadows pozioma sity wzajemnego
oddzialywania kul, a przez Y — sktadowa pionowsa. Zgodnie
z 11 zasada dynamiki ruchem postepowym malej kuli rzadza
réwnania X = macosa, mg — Y = masin a, a ruchem
obrotowym — réwnanie Yr sin o — X7 cosa = Ize2. Centralny
moment bezwladnoéci wydrazonej kuli wyraza sie wzorem
Iy = 2mr? =52 podobnie I} = 2 MR*1=E; Dla duzej kuli
najwygodniej jest rozpatrywac ruch obrotowy wzgledem
chwilowej osi obrotu, przechodzacej przez punkt stycznosci
z podlozem. Ramionami sit X 1Y (ktére — zgodnie z II1
zasadg dynamiki — nalezy tu uwzgledni¢ z przeciwnym
zwrotem) sg sktadowe odcinka taczacego punkty stycznosci,
ktérego dlugosé wynosi R(1 — k). Réwnanie ruchu
obrotowego ma posta¢ MgRsina + Y R(1 — k)sina —
—XR(1 —k)cosa = (I1 + MR?)e1.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

i mierzy¢ amplitude natezenia pradu wyprostowanego,
3) mie¢ wbudowany prostownik dwupoléwkowy i mierzyé

$rednia wartos¢ natezenia 7

pradu wyprostowanego.

Mamy trzy amperomierze A, A2 /\ /\

i As dziatajace wedlug powyzszych 1
zasad, przy czym skala wszystkich
amperomierzy jest tak dobrana,
ze w przypadku pradu o przebiegu I
sinusoidalnym wskazuja one warto$é
skuteczng natezenia. Jakie beda
wskazania amperomierzy As i As,
jesli amperomierz A; wskazuje 1 A,
a prad jest a) staly, b) o przebiegu
jednopoléwkowym (tzn. potowa
sinusoidy, rys. 2), ¢) o przebiegu pitoksztaltnym (rys. 3)?

Rys. 2

Rys. 3

Przypominamy tres¢ zadan:

Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby $rodki kul

i punkt zetknigcia wigkszej z réwnig lezaly stale na tej samej prostej
(rys.)?

391. Jak dlugo mogloby $wieci¢ Stonce z niezmieniong moca, gdyby
czerpalo wypromieniowana energie: a) ze spalania wegla (zalézmy, ze
Stonce sklada sie z wegla i tlenu), b) z grawitacyjnego zapadania sie
(zal6zmy, ze Stonice zmniejszyto swéj promienn o 10%)? Niezbedne dane
nalezy wzig¢ z tablic. Wystarczy przyblizona ocena wyniku.

Po wyeliminowaniu sit i przyspieszen dochodzimy

do prostego wyniku M = km. Z warunkiem wspotliniowosci
srodkow kul i punktu zetkniecia z podtozem zgodny jest tez
przypadek graniczny, odpowiadajacy przejsciu k — 1 (kule
staja si¢ bardzo cienkimi tupinami) — inne parametry sa
wtedy nieistotne.

391. a) Masa Stofica wynosi 2 - 10%° kg, z czego poczatkowo
mogtoby byé¢ 27% wegla, tzn. okoto 5 - 10%° kg. Przyjmujac
cieplo spalania réwne 40 MJ/kg, obliczamy catkowita energie
réwna 2 - 10%7 J. Aby wyznaczyé moc wypromieniowana,
pomndézmy stala stoneczng (tzn. moc promieniowania

na jednostke powierzchni prostopadtej), ktéra w okolicy
Ziemi wynosi 1,35 kW /m?, przez 47 R?, gdzie R jest
promieniem orbity ziemskiej (1,5 - 10*! m). Stad moc

P~ 4-10* W, czyli energii zawartej w weglu wystarczyltoby
na 5-10'" s ~ 1500 lat.

b) Promien Stofica wynosi 7 - 10® m, a stad przyspieszenie
grawitacyjne na jego powierzchni — 270 m/s?. Do celéw
orientacyjnej oceny uzyskanej energii przyjmijmy, ze 1/5
masy Stonca ,spada” w polu o powyzszym natezeniu

z wysokosci réwnej 1/10 promienia. Wyliczona wartosé
mgh okazuje sie réwna 8 - 10%° J, co wystarczyloby

na 2 - 10" s & 600 tysiecy lat.
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Zadania z matematyki nr 501, 502
Redaguje Marcin E. KUCZMA

501. Dane sa dwa wspdlérodkowe okregi o promieniach R, r (R > r). Wypukly
czworokat ABC'D jest wpisany w mniejszy okrag, a polproste AB~, BC™,
CD™, DA™ przecinaja wiekszy okrag odpowiednio w punktach Cy, D1, A1, By;

® przy tym stosunek obwodéw czworokatéw A; B1C1 D1 1 ABC'D wynosi R/r.

Obliczy¢ te obwody.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2005

naturalnych.

502. Wykazaé, ze dla prawie wszystkich liczb naturalnych n istnieje
przedstawienie liczby 1 w postaci sumy odwrotnoéci szescianéw n liczb

Zadanie 502 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
485 (WT = 2,56) i 486 (WT = 1,24)
z numeru 9/2004

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

493. Kazda krawedz wielo$cianu wypuktego (o wszystkich katach dwusdciennych mniejszych

od 180°) zostala pomalowana jednym z dwéch koloréw. Udowodnié, ze istnieje wierzcholek A oraz
plaszczyzna, przechodzaca przez A i niezawierajaca innych wierzcholkéw wieloscianu, o tej wlasnosci,
ze po kazdej jej stronie wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka A maja jednakowy kolor.

V13 —1 <3+\E)"
613 2 i

Witold Bednarek — Lé6dz 43,23

Barttomiej Dyda — Wrocltaw 40,39

Jerzy Witkowski — Radlin 39,38

Tomasz 494. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =
Rawlik — Braunschweig 35,75

Tomasz Obliczy¢ granice ”lgllc(a” — lan]).

Warszawski — Krakow 33,13

QA
k41 Af+1
A Bo B
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493. Szkielet wielodcianu mozna traktowac jako graf

na plaszczyznie (przez rzutowanie z punktu potozonego

na zewnatrz wieloscianu, blisko dowolnie wybranej $ciany,
na plaszczyzne rownolegta do tej $ciany — ,zagladanie

do wnetrza wielodcianu przez przezroczysta $ciang”). Na ten
graf przenosimy zadane pokolorowanie krawedzi. Wierzchotek
grafu nazwiemy matopstrokatym, jesli obchodzac wszystkie
wybiegajace z niego krawedzie (w ustalonym kierunku
obiegu — na przyktad zgodnie z ruchem wskazéwek zegara)
napotkamy co najwyzej dwie zmiany koloru. Takiemu
wierzchotkowi grafu odpowiada wierzchotek wielo$cianu

o wymaganej w zadaniu wtasnosci; wynika to z zatozenia, ze
zadne dwie $ciany nie leza w jednej ptaszczyznie. Wystarczy
wiec dowie$é, ze kazdy graf ptaski o 2-pokolorowanych
krawedziach ma wierzchotek matopstrokaty.

Wykazemy to przez indukcje wzgledem liczby krawedzi.
Gdy graf ma tylko jedna krawedz, nie ma czego dowodzi¢.
Zalbézmy, ze teza jest prawdziwa dla kazdego grafu ptaskiego
majacego q krawedzi i wezmy pod uwage graf ptaski G
majacy gq+1 krawedzi, pomalowanych dwoma kolorami.
Wybierzmy dowolng krawedZz AB. Numerujemy krawedzie
wychodzace z wierzchotka A oraz krawedzie wychodzace

z B kolejno (w ustalonym kierunku obiegu) ao, a1, ..., am
oraz Bo, (1, - .., Pn, 0znaczajac przez ag oraz o te sama
krawedz AB.

Usuwamy krawedz AB i taczymy wierzchotki A, B w jeden
wierzchotek Z; w powstalym g-krawedziowym grafie istnieje
wierzchotek matopstrokaty (zatozenie indukcyjne). Jesli jest
to wierzchotek rézny od Z, to jest on takze wierzchotkiem

malopstrokatym w grafie G i mamy teze indukcyjna. Mamy
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ja takze wtedy, gdy wszystkie krawedzie «; lub wszystkie
krawedzie (3; sa jednego koloru, gdyz wéwczas (odpowiednio)
A lub B jest wierzchotkiem malopstrokatym grafu G.

Pozostaje do rozpatrzenia sytuacja, gdy w ciagu krawedzi
(a1y...,am,B1,...,Bn) otaczajacych malopstrokaty
wierzchotek Z mamy dwie zmiany koloru, usytuowane
wewnatrz blokéw («;) oraz (3;). Niech na przyktad
krawedzie agy1, ..., Qm,B1,. .., ¢ beda czarne, a krawedzie
Bet1y -y Bryai, ..., ap — kolorowe (0 < k <m, 0<{<mn).
Niezaleznie od koloru krawedzi AB (= ag = (o), zar6wno A,
jak i B, jest wierzchotkiem matopstrokatym w grafie G. To
koniczy indukcyjne uzasadnienie dowodzonej tezy.

494. Przyjmijmy

a=3YB g 3VB  (wiecca+f=3, af=-1),

sn=A-a"+B-[" (WiQCS():%, 31:%).

7 przeksztatcenia
an _ —,BOén+1 _ (a _ 3)an+1 _ an+2 _ 3an+1

mamy "% = 3a"*! + o"; podobnie 8712 = 34" 4 g,
i w konsekwencji sp42 = 3sp+1 + Sn. Stad przez latwa
indukcje wynika, ze s, — é jest dla kazdego n liczbg
calkowity. Poniewaz zas |3] < 1 oraz

an=A-a" =s, —B-g" = (snf%)Jr(%fB«ﬂ”),
to (dla duzych n) |an] = sn —

% , wWiec ostatecznie



