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Bedzie to opowiastka z moratem, ktory mozna zdradzié¢ juz na poczatku:
ulepszanie codziennosci moze prowadzi¢ do zdumiewajgco absurdalnych,
egzotycznych Swiatow.

Pierwsze bodaj odnotowanie paradoksu zwigzanego z widzeniem zawiera
euklidesowe (pono¢) dzielo Optyka. Oto on: gdy zblizamy sie do kuli, wydagje
sie nam ona coraz wieksza, cho¢ widzimy coraz mmniejszy jej fragment — istotnie,
wystarczy spojrzeé¢ na rysunek obok.

Fakt, ze przedmioty oddalone widzimy pod mniejszym katem niz ich znajdujace
sie blizej nas egzemplarze, prowadzi nas do wniosku, ze réwnoleglte brzegi

drogi — gdyby tylko mozna byto je oglada¢ dowolnie daleko — spotkalyby sie

w koncu”. Ow koniec nazywa sie tradycyjnie nieskonczonoscia. Matematycy,
ludzie zawodowo konkretni, znalezli dla tego kornica prostej nazwe: jest to
kierunek, bo przeciez to wspdlny kierunek maja réwnolegte proste. Stowo sie
rzeklo i pojawila sie pierwsza absurdalna wlasnos$¢ prostej: przeciez prosta ma
ten sam kierunek, niezaleznie z ktérej jej strony bedziemy go szukaé: dolaczenie
kierunkéw w sposéb konieczny czyni z prostych linie zamkniete jak okrag.

Ale przeciez to samo dolaczenie kierunkéw pozwala wprowadzi¢ perspektywe
zbiezna, czego poczatek znalez¢ mozna w Malej Delcie na stronie 15.

Tu sprébujmy zobaczy¢, jakie jeszcze wlasnosci ma plaszcezyzna, na ktérej proste
zostaly uzupelnione kierunkami. Jezeli umowic sie jeszcze, ze linia zlozona

z samych kierunkéw to tez prosta (a jakze, takze zamknieta, jak wszystkie), to
otrzymany obiekt nazywa sie plaszczyzng rzutowq.

Matematyk, ogladajac jakis obiekt, stara sie zobaczy¢ go z wielu stron. W tym
celu poszukuje obiektéw z nim izomorficznych, czyli tak samo zbudowanych.
Postapmy w ten sposéb.

Nad ptlaszczyzna rzutowa wybierzmy jaki$ punkt, nazwijmy go $rodkiem. Za jego
pomoca zbudujemy obiekt izomorficzny z plaszczyzna rzutowa, ktory nazywa

sie jej modelem srodkowym. Bedzie on skladal sie z nowych ,,punktéw” i nowych
sprostych”. Nowy punkt powstaje ze starego tak: jest to prosta (w przestrzeni)
przechodzaca przez stary punkt i Srodek. Nietrudno zauwazy¢, ze w ten sposéb
otrzymujemy wszystkie proste przechodzace przez srodek: proste rownolegle

do wyjsciowej plaszczyzny przechodza przez kierunki jej prostych (rys. 3). Nowe
proste to plaszczyzny przechodzace przez stare proste i Srodek. I znéw sa to
wszystkie plaszczyzny, bo ta réwnolegta do wyjsciowej przechodzi przez prosta
zlozong z kierunkéw. Nowy punkt lezy na nowej prostej wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajacy mu stary lezy na odpowiadajacej mu prostej. Co tu widaé¢?
Widaé, ze na plaszczyznie rzutowej wszystkie ,,punkty” (i wszystkie ,proste”) sa
rownouprawnione — nie sposéb poznaé, ktéry byl poprzednio kierunkiem.

Z modelu $rodkowego zrobimy teraz model analityczny. Jesli w przestrzeni
wprowadzimy uklad wspoélrzednych o poczatku w srodku, to kazda przestrzenna
prosta bedzie zlozona z punktow, ktérych wspoélrzedne beda proporcjonalne:
{(at, bt, ct)}, gdzie a, b, ¢ sa dowolnie ustalonymi liczbami (byle nie same

zera), a t jest dowolnie zmieniajacym sie parametrem. Widaé wiec, ze kazdy
»punkt” modelu $rodkowego jest opisany przez tréjke liczb [a, b, ¢| dana

z dokladno$cia do proporcjonalnosci. Podobnie ,proste”: kazda z nich jest
opisana réwnaniem pxi + qre + rxs = 0, przy czym dla proporcjonalnych tréjek
p, q, r otrzymuje sie te sama ,prosta’. Zatem i one dane sa przez tréjki [p, g, r].
A [ punkt” lezy na ,prostej”, gdy ap + bg + c¢r = 0. Widaé wiec, ze gdyby ktos
pozamienial wszystkie ,,punkty” na ,proste” i odwrotnie, to nie datoby sie tego
odkry¢. To spostrzezenie mozna wyrazi¢ tak: jezeli w dowolnym twierdzeniu

o plaszczyzinie rzutowej zamienimy punkty na proste © odwrotnie, to pozostanie
ono prawdziwe — nazywa si¢ to dualnoscig. To juz jest egzotyczne, ale jeszcze nie
przeraza.

Nastepny model, na sferze, bedzie tylko pomocniczy. Mianowicie przetnijmy
model $rodkowy ze sfera o srodku w $rodku (gdziezby indziej). Teraz ,punkty”
stang si¢ parami punktéw antypodycznych (czyli lezacych na koficach jednej

12



X grednicy), a ,,proste” — okregami wielkimi tej sfery (czyli majacymi $rodek
R w $rodku sfery).

Jedli jednak odpowiednio do rozstawu zrenic dobierzemy promien sfery, to moze
sie zdarzy¢, ze zobaczymy dokladnie jej potowe. To, co bedzie widaé, nazywa
sie modelem na polsferze. Nowe punkty sa tu punktami, z wyjatkiem tych,

Q ktére leza na brzegu pélsfery — te maja na nim antypodycznego brata-blizniaka
R (rys. 5). Nowe proste to p6lokregi wielkie majace jednak utozsamione konce:
X przeciez sg one antypodyczne, a wiec reprezentuja ten sam punkt.
Rys. 5 Zauwazmy tu bardzo juz egzotyczna osobliwo$¢: prosta nie rozcina plaszczyzny

K — cala lezy po jednej jej stronie, co oznacza, ze od dowolnego punktu
do dowolnego innego mozna dojs$é, nie przecinajac prostej (rys. 6).
Model na polsferze ma wielka zalete — jest ruchomy, co pozwala ogladac
narysowane w nim figury z réznych stron. Mozemy mianowicie przez pare
lezacych na jego ,brzegu” (nie jest to, oczywiscie, zaden brzeg — prawda?)
K

antypodycznych punktéw poprowadzi¢ (w przestrzeni) o$ i obracaé sfere

Rys. 6 wzgledem tej osi. Pewne punkty beda przy tym obrocie ginely z oczu,
ale rownoczedénie beda sie pojawiali ich blizniaczy bracia, stowem — stale bedzie
wszystko widaé, cho¢ coraz to inaczej. Na rysunku 7 widzimy ilustracje korzysci,
jakie z takiego obracania mozna wyniesé: np. jak pokazaé, ze dowolne trzy
nieprzecinajace sie w jednym punkcie proste dziela ptaszczyzne na cztery
trojkaty.

ACRCRC

Rys. 7. Widac¢, ze tak obszar szary, jak kolorowy jest tréjkatem; wtykajac gdzie indziej o§, mozna to pokazac

dla pozostalych obszaréw.
A teraz zobaczmy, co zostanie z plaszczyzny rzutowej, gdy wytniemy w niej
okragta dziure.

I tu najwieksze zaskoczenie: jesli bowiem skleimy pozostalych jeszcze
antypodycznych braci-blizniakéw (rys. 9), okaze sig, ze jest to wstega Mobiusal
Plaszczyzna rzutowa jest to wstega Mobiusa, do ktorej brzegu przyklejono koto
o takim samym obwodzie. Zatem plaszczyzna rzutowa dziedziczy egzotyczne
cechy wstegi Mdbiusa: jest jednostronna i nieorientowalna! A o wstedze

mozna poczyta¢ w Kalejdoskopie Matematycznym Hugona Steinhausa, albo

i w Delcie 9/2002 (s. 11).

c C Czy tak powinna wygladaé¢ plaszczyzna, jaka postuguja sie malarze stosujacy
perspektywe zbiezna? Z cala pewnoscig nikt sie tego nie spodziewal, ze
Q v dokonujac pozornie btahego kroku — wyposazajac prosta w dodatkowy punkt,
A A mianowicie jej kierunek, otrzymamy az tak bardzo egzotyczny, zagadkowy
Rys. 9 obiekt.

Przestrzenie rzutowe, w tym plaszczyzna, majg oczywiScie szereg zalet (patrz np. Delta z 2003 r.:
nr 3 (s.8), nr 8 (s.v), nr 12 (s.vii)), tak ze obecnie sg gléwnym rodzajem geometrii uprawianej przez
zawodowych matematykow, ale to juz zupelnie inna historia.
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