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Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
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nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 396, 397

396. Cylinder, do ktérego stalym strumieniem wlewa
sie woda, pelni funkcje zegara wodnego — na bocznej
$ciance naklejono pionowo skale minutowa. Czy

jakie$ inne przezroczyste naczynie o ksztalcie bryly
obrotowej z pionowa osia symetrii, po naklejeniu

na nie tej samej skali, moze pelni¢ role zegara? Skala
powinna by¢ umieszczona w jednej plaszczyznie z osia
symetrii. Grubo$é $cianki nalezy pominaé. Jesli jest to
mozliwe, to narysowaé przekrdj naczynia, na podstawie
odpowiednich obliczenn numerycznych.

397. Rozwazmy dwuwymiarowy model ,atomu”
skladajacego si¢ z n ,elektronéw” odpychajacych

si¢ wzajemnie sita Coulomba (F' = 1/r?), na ktére
dodatkowo dziata przyciagajaca sita centralna ze strony
nieruchomego ,,jadra”; sita ta powinna umozliwia¢
utrzymanie ,elektronéw” w stanie réwnowagi
(propozycja: niech ta sita bedzie postaci F' = %, gdzie
(8 > 0). Zadanie polega na numerycznym zbadaniu tych
stanéw réwnowagi, w zaleznosci od liczby n (réwnej
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kilka — kilkanascie, maksymalnie okolo 50) oraz
parametréw opisujacych sile centralna (w powyzszym
przyktadzie ). Proponujemy przyjecie przypadkowego
rozmieszczenia ,elektronéw” w chwili poczatkowej
i stopniowego dochodzenia do stanu réwnowagi (np.
niech ,elektrony” przemieszczaja sie¢ w kierunku
dzialania sity wypadkowej, jakby znajdowaly sie
w osrodku lepkim. . .). Rozwiazujacy powinni zwrdcié
uwage na nastepujace kwestie:
a) czy dla ustalonego n i ustalonej sily centralnej
istnieje jeden, dwa, czy wiecej standéw rownowagi?
b) jak ksztalt i symetria otrzymanych wynikéw zaleza
od n i parametréw sily centralnej?
Nadestane rozwiazania powinny zawiera¢ dane
dotyczace sity centralnej, opis algorytmu obliczeniowego
i wydruk lub szkic wyniku, tzn. otrzymane
rozmieszczenie rownowagowe. Liczba rozpatrzonych
przypadkéw nie powinna przekraczaé¢ okoto 20. Ciekawe
rozwigzania opublikujemy.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

f 388. Jednorodng kule polozono w najwyzszym punkcie nieruchomej pétkuli,
nadajac jej bardzo malg predkosé poczatkowa. Wspotczynnik tarcia kinetycznego
(poslizgowego) wynosi 0,3, natomiast podczas toczenia si¢ bez poslizgu nie ma strat
energii. W jakim punkcie kula zacznie si¢ §lizga¢ po pétkuli? Nalezy podaé¢ wartosé
kata 6 (zob. rys. 1).

389. Zrédlo wysylajace dzwigk o stalej czestotliwosci porusza si¢ po linii prostej,

? mijajac nieruchomy odbiornik poltozony w pewnej odlegtosci od tej prostej. Dany

Rys. 1 Rys. 2

388. Oznaczmy promien tuku, po ktérym porusza sie
$rodek kuli (tzn. sume promieni p6tkuli i kuli) przez R.
Predkos¢ srodka kuli w punkcie odpowiadajacym

katowi 0 wyznaczymy z zasady zachowania energii

mgR(1 — cos ) = 1mv® + $1w?. Po podstawieniu momentu
bezwtadnosci I = %mr2 oraz predkosci katowej w postaci

w = v/r otrzymujemy v> = 1—70gR(1 — cos #). Sile nacisku
kuli na pétkule N znajdziemy z II zasady dynamiki, tzn.

N = mgcosf — m}gz = mg(1—77 cosf — 1—70) Site tarcia T’
wyznaczymy z uktadu rownan wigzacych przyspieszenie
liniowe a i katowe ¢ kuli

Tr=1e= %mra,
mgsinf — T = ma.

Stad T' = %mg sin 6. Przyréwnujemy iloraz T'/N do danego
wspoélczynnika tarcia, a warto$¢ kata 6 okazuje si¢ réwna
0 =354°.
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t Jjest wykres czgstotliwosci odbieranego dzwigku w zaleznodci od czasu (rys. 2). Jak
na podstawie tego wykresu mozna wyznaczy¢ chwile, w ktérej nastgpito najwicksze
zblizenie zrédla do odbiornika? Nalezy poda¢ niezbedne wzory.

389. DzZwiek odebrany w chwili najwickszego zblizenia
zrodla musial zostaé wystany wcezedniej — w chwili, gdy

kat miedzy prosta a kierunkiem do odbiornika speiniat
warunek cos o = v/c (gdzie v — predkos¢ zrodta, ¢ — predkosé
dzwieku). Sktadowa predkosci zrédta wzdtuz kierunku

do odbiornika wynosita wtedy v’ = vcos a = v*/c. Te
sktadowg nalezy podstawi¢ do wzoru opisujacego zjawisko
Dopplera dla zblizajacego si¢ zrédta f' = fo 25 = fo=*=,
gdzie fo — czestotliwosé dzwieku wysytanego. Nalezy

jeszcze wyrazié fo i v przez tatwe do odczytania z wykresu
czestotliwosei asymptotyczne f1 (poczatkowa) i f2
(koicowa). Ze wzordw f1 = foz%, fo =
fo= ?fjr’;z, v = cﬁlg i ostatecznie f' = L8L2 W chwili
najwiekszego zblizenia zrodla czestotliwo$é odbieranego

(&
foz5 wyznaczamy

dZzwieku byla réwna éredniej arytmetycznej czestotliwosci
poczatkowej i koncowej.
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499. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy ciagi (ag, a1, - .
speliajace warunki ag = 0 oraz |ag| = |1 + ax—1| dla k = 1,...,n. Wyznaczy¢
najmniejsza mozliwa warto$¢ sumy a + ... + ay,.

Zadania z matematyki nr 499, 500
Redaguje Marcin E. KUCZMA

)

500. Znalez¢ taka liczbe naturalna n, ze w kazdym zbiorze n punktéw
kratowych na plaszczyzZnie istnieje pie¢ punktow, ktérych $rodek ciezkosci jest
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punktem kratowym. Im mniejsza liczba n, tym lepszy wynik i wyzsza ocena.

(Na plaszczyznie kartezjanskiej: punkt kratowy — to punkt, ktérego obie
wspdlrzedne sg liczbami catkowitymi; §rodek ciezkosci piatki punktéw — to
punkt, ktérego pierwsza wspdlrzedna jest Srednia arytmetyczng pierwszych
wspélrzednych tych pieciu punktéw, i tak samo dla drugich wspélrzednych).

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
386 (WT = 1,90) i 387 (WT = 3,51)
z numeru 11/2004
Jerzy Witkowski — Radlin
Marian Lupiezowiec — Gliwice
Konrad Kapcia — Czestochowa 15,05
Mateusz Lacki 11,53

26,45

liczb catkowitych.
— Krakéw

Zadanie 500 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2004
Przypominamy tresé¢ zadan:

24,04 491. Wyznaczy¢ wszystkie wyrazy ciagu a, =n? +44n 4+ 99 (n = 1,2,3,...), ktére sg kwadratami

492. Liczby dodatnie a, b, ¢, a, 3, v spelniaja warunki:
a+b+c=a+6+7,
a2 402 + ¢ =a? 4 42 + 42,
(LS + b3 + (:3 > ()(3 +‘63 +,\/3‘
Czy z tych zalozen wynika, ze a™ +b" +c¢" > a™ + 8" + 4" dla kazdej liczby naturalnej n > 37

491. Z nieréwnosci (n +9)? < a,, < (n + 22)? wynika,
ze jesli a,, jest kwadratem liczby catkowitej m > 0,
ton+9 <m <n+ 22; ponadto n i m sa réznej
parzystosci, wiec m =n + k, k€ {11,13,15,17,19,21}.
Z réwnania a,, = (n + k)? obliczamy

B k? —99

44 -2k

Dla k = 13 i 19 ten ulamek nie przedstawia liczby
catkowitej. Dla pozostalych czterech wartosci k
dostajemy liczby n =1, 9, 19, 171, wyznaczajace
szukane wyrazy a,, réwne kolejno 122, 242, 362, 1922.

n

492. Odpowiedz: Tak (i to dla kazdego wykladnika
wigkszego od 3, niekoniecznie naturalnego).

Dowdéd: przypusémy, ze tak nie jest; wowczas funkcja

F(z>:ax+bz+cmiamiﬂzivx
przyjmuje gdzie$ w przedziale (3; 00) wartosé 0.
Przyjmijmy, ze a >b>c, a > 3 >. Z podanych zalozen
wynika, ze wielomiany P(z) = (x — a)(z — b)(x — ¢) oraz
Q(z) = (x — a)(z — B)(x — v) rdznia si¢ o stala:

Q(x) — P(x) = abc — afy > 0;
ostatnia nieréwnosc¢ jest konsekwencja tozsamosci
abe = 2L akbic (g b4 ¢)? — 3(a? + b2 + ).
Szkicujac wykresy tych wielomianéw,
wnioskujemy o uporzadkowaniu ich pierwiastkdw:
a>a>f>b>c>~. Zatem lim F(z) = oco. Wiemy
xTr— 00

tez, ze F(3) > 0.
W zbiorze {x > 3: F(x) = 0} istnieje liczba
najmniejsza u oraz liczba najwieksza w; przy tym
albo u < w, albo v = w, 1 wtedy F(z) > 0 dla
x € (3;u) U (u; 00).
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Niech (ay,...,as) bedzie dowolna permutacja ciagu
(a,b,c,, B3,7), w ktérej as = b, ag = ¢; tak wiec
6
F(SC):ZEZG,;E, EZ::tl, 65:6'6:1.
i=1
Okreslamy indukeyjnie funkcje fy,..., f5:
1\= ag €
i) = (=) F@),  fon@ = (Z5) fi@),
aq k41
k=1,2,3,4. Gdy u < w, wéwczas fi(z) = 0 dla
x=0,1,2,u,w, i wobec tego funkcja fi{ ma >4 miejsca
zerowe. Gdy zas u = w, czyli f1 > 0 w przedziatach
(3;u) i (u;00), to fi(u) = 0; ponadto fi(x) =0 dla
x=0,1,2,u, wigc f| ma >3 miejsca zerowe, rozne
od u. W kazdym przypadku funkcja f] (wiec takze
funkcja f2) ma >4 miejsca zerowe. Zatem f5 ma

> 3 miejsca zerowe. Kontynuujac to rozumowanie,
stwierdzamy, ze f5 ma > 1 miejsce zerowe.

Funkcje fr mozna wyrazi¢ wzorem efektywnym, latwym
do uzasadnienia przez indukcje:

a; a;

6 k—1
fre(x) = erdpr + Z Ei\ik (a—k) , gdzie A\, = H In a_j
i=k+1 J=1
(dla k = 1 przyjmujemy A\j; =1). Dla k=5
otrzymujemy

C xT
f5(x) = 555 + 56)\65(5) .

Ale
55:56:1;
)\55:1112111%111%111% <0,
)\65:lngln§1n%ln$ <0,

wiee f5(x) < 0 dla wszystkich @ — whrew wezedniejszemu
stwierdzeniu, ze ta funkcja ma miejsce zerowe.
Sprzecznos¢ konczy dowdd.



