Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciagi arytmetyczne liczb pierwszych

W 2004 roku rozwiazany zostal bardzo znany problem
dotyczacy liczb pierwszych, wydaje sie¢ wiec, ze jest to
wystarczajacy powdd, aby tytul Aktualno$ci wziaé serio
i poswiecié je teorii liczb, nie za$ fizyce. Otdz, B. Green
i T. Tao [1] udowodnili nastepujacy wynik.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnej k > 3
istnieje nieskonczenie wiele k-wyrazowych ciggow
arytmetycznych, ztozonych z samych liczb pierwszych.

Dla k = 5 przykladem jest m.in. ciag 5, 11, 17, 23, 29,
a dla k = 22 — znaleziony przez Morana, Pritcharda

i Thyssena cigg 11410337850553 + 46090986942007,
gdzie j =0,1,...,21. Przypadek k = 3 w powyzszym
twierdzeniu udowodnil van der Corput juz w 1933 roku.

Z dowodu wynika, ze pewien ciag arytmetyczny ztozony

z k liczb pierwszych ma wszystkie wyrazy mniejsze od
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ale zapewne jest to oszacowanie wysoce nieoptymalne.

Wynik Greena i Tao jest szczegdlnym przypadkiem
nastepujacej klasycznej hipotezy.

Hipoteza (Erdés, Turan 1936). Jesli rosngcy cigg
A = (ay,) liczb naturalnych ma te wlasnosé, ze
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to A zawiera dowolnie dlugie ciqgi arytmetyczne.

Ciag liczb pierwszych spelnia zalozenia tej hipotezy,
gdyz szereg odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych
jest rozbiezny. (Wiecej na ten temat — w artykule
Sumowanie odwrotnosci w Delcie 9/1999.)

Hipoteze zwiazang z ciagami arytmetycznymi

liczb pierwszych sformutowali w 1923 roku Hardy

i Littlewood. Sprébujmy ja wystowi¢ choéby

w przyblizeniu. Dla ustalonego k niech L(k,n) oznacza
liczbe wszystkich takich ciagéw arytmetycznych, ktére
maja dlugosé k, sa zlozone z samych liczb pierwszych
i sa zawarte w zbiorze {1,2,...,n}. Ot6z, Hardy

i Littlewood wysuneli przypuszczenie, ze

@) lim _EEan)
gdzie C}, jest konkretna stata, dana wzorem na tyle
strasznym, ze nie bedziemy go tu przytaczaé, lecz

na tyle wygodnym, ze mozna C} wyznaczy¢ z dowolng
doktadnoscia. Wspomnimy tylko dla przykladu, ze

032H< (p_%)g) =1,53...
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Innymi stowy, jesli k jest ustalone, to dla duzych n
liczba ciagbéw arytmetycznych dlugosci k, zlozonych
z samych liczb pierwszych nie wiekszych od n, jest,
z doktadno$cia do konkretnego stalego czynnika, rowna
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z grubsza n?/(logn)*. Powinno wiec by¢ takich ciagéw
duzo, bo n?/(logn)*¥ — oo dla n — oc.

Green i Tao nie potrafiag udowodnié¢ pelnej hipotezy
Hardy’ego i Littlewooda. Z ich dowodu wynika jednak,
ze liczba L(n, k) ros$nie przy ustalonym k nie wolniej,

.. 2 k . . . o
niz cxn?/(logn)”, gdzie ¢ jest pewna stala dodatnia
niestety — duzo mniejsza od Cj.

Dowdd twierdzenia Greena i Tao wykorzystuje rézne
techniki analizy matematycznej, teorii uktadéw
dynamicznych i rachunku prawdopodobienstwa. Sa
w nim trzy zasadnicze skladniki. Pierwszy z nich to
stynny wynik Szemerédiego z 1975 roku.

Twierdzenie. Niech A bedzie takim rosngceym ciggiem
liczb naturalnych, zZe dla pewnej liczby dodatniej € jest

AN, N

N
Wtedy A zawiera dowolnie dlugie ciggi arytmetyczne.

> ¢ dla nieskoriczenie wielu N.

To bardzo trudne twierdzenie; jego istotnie nowy dowdd
byl jednym z powodéw, dla ktérych W.T. Gowers
otrzymal w 1998 roku medal Fieldsa.

Drugi skladnik, a zarazem zasadniczy pomyst Greena
i Tao, to uogdlnienie twierdzenia Szemerédiego

ze zbioru liczb naturalnych na dowolne jego
pseudolosowe podzbiory. Mniejsza tu o $cista definicje
pseudolosowosci; chodzi o to, ze jesli w nieskonczonym
pseudolosowym zbiorze liczb naturalnych Z mamy
mniejszy, dowolny, byle ,,w miare gesty” podzbiér P —
tzn. podzbiér P, zawierajacy w dobrze zdefiniowanym
sensie ustalony dodatni procent elementéw zbioru Z

— to wowczas P zawiera dowolnie dlugie ciagi
arytmetyczne.

Trzeci sktadnik to konstrukcja odpowiedniego zbioru
pseudolosowego 7, zawierajacego m.in. wszystkie

liczby pierwsze. Zasadnicza czesé zbioru Z stanowia te
liczby n, ktérych wszystkie dzielniki pierwsze sa wieksze
od ®/n, gdzie m jest stala zalezna od k. Z uwagi na
techniczny wymoég pseudolosowosci trzeba dorzucié
jeszcze odrobine innych liczb. W takim zbiorze Z zbiér
wszystkich liczb pierwszych P jest ,,w miare gesty”
(wéréd N poczatkowych elementéw zbioru Z jest co
najmniej e N liczb pierwszych, gdzie ¢ = ¢(k) > 0).

I to juz, w telegraficznym skrocie, wszystko. Wystarczy
do takiego zbioru Z i jego ,w miare gestego”

podzbioru P zastosowaé¢ uogélnione twierdzenie
Szemerédiego.
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