Obserwujemy zbieznos¢ szeregéw potegowych,
czyli Mathematica w akcji Przemystaw KAJETANOWICZ

Znany program do obliczen symbolicznych i numerycznych Mathematica

firmy Wolfram jest szalenie wdzigcznym narzedziem do eksperymentowania

z rozmaitymi pojeciami matematycznymi. Sprébujemy to zademonstrowaé tutaj
na przykladzie szeregéw potegowych.

Szeregi potegowe sa waznym pojeciem analizy matematycznej. Pozwalaja
znajdowac przyblizone wartosci funkcji za pomocg wielomianéw. Zwroémy
uwage na to, ze z obliczeniowego punktu widzenia wielomiany sg funkcjami
HSatwymi” w obshudze — do znajdowania ich wartos$ci wystarcza cztery operacje
arytmetyczne, w odréznieniu od takich ,trudniejszych obliczeniowo” obiektow,
jak funkcje trygonometryczne, wykladnicze czy logarytmiczne.

Szeregiem potegowym rzeczywistym nazywamy wyrazenie — wynikajaca ze znanego wzoru na sume szeregu

postaci geometrycznego. Przepisujac te rowno$é w postaci
co+er(z —xo) + calr — )2 + . A ealz —x0)" + ..., R = lim (1 +az+...+a")
1l—-z n-ooo ’

gdzie cp, xg oraz x sa liczbami rzeczywistymi. Liczba
o nazywa sie $rodkiem szeregu, liczby ci — jego
wspoélczynnikami. Dla kazdego calkowitego n > 0
wyrazenie

mozemy ja nastepujaco wystowi¢ w jezyku
Hfunkcyjnym?”:

n—1 dla kazdego x € (—1,1) wartos¢ funkcji f(x) jest granicg
Sp(z) = Z cx(z — xo)k ciggu wartosci wielomianow

k=0 Sp(x)=1+x+...+2" L.
Efekt ,zblizania si¢” sum czesciowych S, (z) do f(x)
dla réznych wartosci « € (—1, 1) mozna zaobserwowaé
na rysunkach wygenerowanych za pomoca pakietu
Mathematica. Gérny rysunek nizej przedstawia wykres
funkcji f, dolny — wykresy sum czesciowych S, dla
S(x) = lim Sy (x), n=3,...,11. Widaé wyraznie, jak ,psuje si¢” zbieznosé
sum czeéciowych szeregu poza przedzialem zbieznosci.

nazywa sie n-tq sumg czesciowq szeregu potegowego.
Zauwazmy, ze przy ustalonych wspétezynnikach i srodku
szeregu potegowego kazda jego suma czesciowa jest
wielomianem zmiennej x. Jezeli istnieje skonczona
granica

to méwimy, ze szereg potegowy jest zbieiny w punkcie x,
a S(x) nazywamy jego sumg. Zauwazmy ponadto,

ze dla danego szeregu potegowego (tzn. przy danych
wspoélezynnikach i srodku) jego suma jest funkcja
zmiennej x.

Natychmiast wida¢, ze kazdy szereg potegowy jest
zbiezny w punkcie xg i ze jego suma wynosi wtedy cg.

Mozna udowodnié, ze zbiér tych x € R, dla ktérych e 1 1 9
szereg potegowy jest zbiezny, jest albo zbiorem -2t
jednopunktowym, albo calg prosta, albo pewnym —4}
przedzialem o $rodku w zy. Przedzial ten nazywa i
sie przedziatem zbieznosci szeregu potegowego. _gl

Przedzial zbieznosci moze by¢ otwarty, domkniety lub
jednostronnie domkniety — zalezy to od konkretnego
szeregu.

Ze szczegdlnymi przypadkami szeregéw potegowych
spotykamy sie juz w szkole. Popatrzmy, na przyktad,
na szereg geometryczny

l+x+...+2"+...
Pamietamy, ze szereg taki jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy jego iloraz spelnia warunek |z| < 1.
Przedziatem zbieznosci szeregu jest wiec w tym
przypadku przedzial (—1,1). Dla kazdego x € (—1,1)
zachodzi réwnosé

l4+z+...+2"4+...= ,




Zbieznosé
1
1—x
widaé jeszcze lepiej, gdy wszystkie wykresy umieszczone
sa w jednym ukladzie wspélrzednych.

= lim (14+z+...+2")

n—oo

Wréémy do ogdlnego przypadku. Jak zauwazyliSmy
na samym poczatku, suma szeregu potegowego jest
pewna funkcja zmiennej x. Dziedzina tej funkcji jest,
oczywiscie, przedzial zbieznosci szeregu. Nasuwa sie
pytanie: kiedy dana funkcje rzeczywista zmiennej
rzeczywistej mozna przedstawi¢ jako sume pewnego
szeregu potegowego?

Odpowiedz na to pytanie zalezy od wtasnosci funkcji
zwiazanych z jej rézniczkowalnoscia i prowadzi
do pojecia szeregu Taylora. Zalézmy, ze f jest funkcja
okre$long w pewnym otoczeniu punktu zg i ze ma
w tym otoczeniu wszystkie pochodne. Szereg

! (n)
nazywa sie szeregiem Taylora funkcji f w otoczeniu
punktu xo. Suma czeSciowa Sy, (z) szeregu Taylora
nazywa sie wielomianem Taylora rzedu n, a jego

(x—20)+...+ —x0)" 4 ...

wspotczynniki — wspolczynnikami Taylora funkcji f
w otoczeniu punktu xg.

W przypadku zg = 0 szereg Taylora przyjmuje postaé
(0 (0
o+ L0, SO0,

T - i
i nazywa sie szeregiem Maclaurina funkcji f.

+...

7 samej definicji wida¢, ze szereg Taylora funkcji f
jest zbiezny w punkcie xg i ze jego suma jest wtedy
réwna f(xg). W ogélnym przypadku szereg Taylora nie
musi by¢ zbiezny do f(x) dla wartosci  réznych od xg.
Klasycznym przykladem jest funkcja

g(x) = {61/12 dla z # 0,
0 dla z = 0.
Mozna sprawdzi¢, ze funkcja ta ma wszystkie pochodne
w kazdym punkcie i ze wszystkie jej pochodne w zerze
sa rowne zeru. Szereg Maclaurina rozwazanej funkcji ma
zatem postaé
0+0z+...4+0x"+...

i jego suma jest, oczywiscie, rowna 0 dla kazdego x
rzeczywistego. Natomiast sama funkcja przyjmuje
wartosé 0 tylko w zerze. Kiedy wiec szereg Taylora
jest zbiezny do ,swojej” funkcji? Mozna udowodnié,
ze jednym z warunkéw dostatecznych takiej zbieznosci
jest wspélna ograniczonogé pochodnych (™) (z) dla
n € N. Dokladniej, jesli istnieja stala M i otoczenie
U = (zg — 0, zg + 0) punktu zo, takie ze dla kazdego n
naturalnego i dla kazdego = € U zachodzi nieréwnos¢
|f()(x)| < M, wéwezas

£(2) = flao) + 100

(x —20)+ ...

A

" (x —x0)" + ...

dla kazdego x € U.

Ostatnig réwnos$é nazywamy rozwinieciem Taylora funkcji [ w otoczeniu
punktu xo. Podobnie jak poprzednio, jesli xg = 0, to méwimy o rozwinieciu

Maclaurina funkcji f.

Mozna udowodnié, ze rozwiniecie Taylora jest jedynym sposobem
przedstawienia danej funkcji jako sumy szeregu potegowego. Mowiac Scisle, jezeli
w jakimkolwiek przedziale otwartym zawierajacym xgy zachodzi réwnos$é

2

Maclaurina funkeji f(x)

f@=cot+a(z—x0)+...+cp(x—a0)"+ ...,
to funkcja f ma wszystkie pochodne w tym przedziale oraz f(™ (zq) = n!c,.
Fakt ten pozwala znajdowaé rozwiniecie funkcji w szereg potegowy niekoniecznie
przez obliczanie kolejnych pochodnych. Przypomnijmy rozwazany wczesniej
szereg geometryczny

l4+z+...+z2"+ ...

Jego suma w przedziale (—1, 1) jest funkcja

1
1—2

flz) =

— mozna to udowodnié¢ elementarnie. Mozna tez latwo sprawdzi¢ przez
rozniczkowanie, ze omawiany szereg geometryczny jest wlasnie szeregiem

=12 Wiele funkcji elementarnych daje si¢ rozwinaé
-

w szereg Taylora (czesciej rozwazamy rozwiniecia Maclaurina, poniewaz daja one
wygodny ,wzér na funkcje” w jezyku szeregu).



i Na przyktad funkcja wykladnicza e” oraz funkcje trygonometryczne sinx i cosz

sg na calej prostej sumami swoich szeregéw Maclaurina:
Rozwigzanie zadania M 1092.
Oznaczmy przez K punkt stycznosci

* r o a? "
okregu o z bokiem AB. 1! 2! n!
D \@Q c x> 2P x?n—t
nr=zr——+——...+(-1)"—=+...
sinz = — o5 + o +(-1) @n 1)1 +
2 4 2n
B x? w nx

ﬁ cee
Moze sie oczywiscie zdarzyé, ze szereg Taylora jest zbiezny tylko w pewnym

przedziale ograniczonym. Na przyklad szereg Maclaurina funkcji y = arctgz jest
zbiezny tylko w przedziale (—1, 1]. Rozwiniecie Maclaurina tej funkeji ma postaé
W zadaniu 1089 z poprzedniej Delty ¢ o ZCB ZCS 1) $2n71
wykazaliSmy, ze proste KP i AQ sa arctgr = & — ? + E ...+ (_ ) o — 1 +...
réwnolegle. Stad, oznaczajac przez
[XY Z] pole tréjkata XY Z, otrzymujemy

Zwréémy uwage, ze sama funkcja y = arctgx jest okreslona na calej prostej,
[APQ] = [AKQ] = [AKC]. Pole tréjkata  jednak jest suma swojego szeregu Maclaurina tylko w przedziale (—1,1]. Jesli
AKC nie zalezy od wyboru stycznej k,
skad teza.

chcemy uzyskaé przyblizenia tej funkcji wielomianami w otoczeniu innego
punktu, musimy uzy¢ odpowiedniego szeregu Taylora. Ilustruja to dwa rysunki
nizej (wygenerowane przez Mathematica). Przedstawiono na nich wykres funkeji
y = arctg . Dodatkowo pierwszy rysunek zawiera wykresy jej wielomianow
Maclaurina, drugi — wielomianéw Taylora w otoczeniu punktu zo = 1. W obu
przypadkach sa to wielomiany stopnia 3, 51 7. Zaobserwujmy ponownie,
jak dobrze funkcja arctgx jest przyblizana swoimi wielomianami Taylora
w przedziale zbieznosci odpowiedniego szeregu potegowego (na rysunkach
wykresy praktycznie sie pokrywaja) i jak wszystko sie psuje poza przedzialem
zbieznosci.
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Pakiet Mathematica zawiera specjalna funkcje Series pozwalajaca znajdowad
wielomiany Taylora. Wpisanie w komoérke dokumentu Mathematica
przykladowego wyrazenia Normal [Series[Sin[x],x,x0,n]] spowoduje, ze
Mathematica zwroci wyrazenie bedace wielomianem Taylora rzedu n funkcji
sinz w otoczeniu punktu zg. Oczywiscie, w konkretnym wywolaniu w miejsce
parametréw x0,n nalezy wstawié¢ wartoéci liczbowe.
Spektakularne efekty mozna uzyskaé, rysujac wielomiany Maclaurina funkcji
sinus i cosinus w ,,duzych” przedziatach o srodku w zerze, pod warunkiem,
ze wielomiany te sa dostatecznie wysokiego stopnia (przypomnijmy, iz obie
2r funkcje sa sumami swoich szeregéw Maclaurina
1,5F na calej prostej). Wpisanie nastepujacego kodu
1k do komoérki dokumentu Mathematica wygeneruje
obrazek demonstrujacy, w jaki sposob funkcja sin x jest
05¢ przyblizana przez swdj wielomian Maclaurina stopnia 15
[ s w v Ay v v ey R w przedziale [—2, 27]:
0,3F mojMaclaurin=Normal [Series[Sin[x],x,0,15]];
/1t Plot[Sin[x] ,mojMaclaurin,x,-4Pi,4P1i,
15k PlotStyle -> Thickness[0.004],Thickness[0.008],
’ PlotRange -> -4Pi,4Pi,-2,2,
_2 L

Ticks -> Range[-4Pi,4Pi,Pi],Automatic]



