Jest to skrét pracy nagrodzonej ztotym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2004 roku.

Rys. 1

Rozwigzanie zadania F 639.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
przetoczenie klocka w prawo powoduje
w obnizenie jego srodka cig¢zkosci.

Z rysunku 1 widaé, ze wysokosé srodka
cigzkoéci jest réwna h = dsin 3 + p cos 3,
gdzie d oznacza odleglos¢ punktu styku
klocka z szynami od poczatku szyn
zrzutowang na plaszczyzne rysunku.

Rys. 1
7 drugiej strony z rysunku 2 widzimy, ze
L a
p=R-— 5 85
gdzie R to promien wspdélnej podstawy
stozkéw, a L to odleglo$¢ migdzy szynami
w punkcie styku z klockiem.

Rys. 2 L
Wreszcie z rysunku 3 dostajemy zaleznosé
miedzy d i L w postaci L = 2d tg 3.

Rys. 3
Podstawiajac te zaleznoéci do wzoru na h
dostajemy

o 2 .
h = Rcosf + d(—tg 3 tg 3 cos 3 + sin 3)
Aby staczanie nastepowalo samorzutnie,

wyraz przy d musi by¢é ujemny, czyli

tg B < tg = tg L
g g5 g5

Niezmienniki w geometrii
Marcin PITERA

Niezmiennikiem, zwanym tez inwariantem, nazywa sie pewna wielkosc,
niezmieniajaca sie przy dokonywaniu pewnych przeksztalcen na danym obiekcie.
Aby zobrazowaé te definicje i pokazaé, na czym polega wykorzystywanie
niezmiennikéw w praktyce, postuze sie pewnym przykladem.

Zadanie 1. Dana jest szachownica o wymiarach 10 x 10. Udowodni¢, ze
nie mozna jej wypelni¢ plytkami o wymiarach 1 x 4.

Rozwigzanie. Pokolorujmy pola szachownicy tak, jak na rysunku 1.
FLatwo zauwazy¢, iz kazda plytka o wymiarach 1 x 4 zajmie dokladnie
jedno pokolorowane pole. Czarnych pél powinno wiec byé 25 i ta liczba jest
niezmiennikiem kazdego pokrycia. Jest ich jednak 26, co daje sprzeczno$é —
plytkami tymi nie mozna wypelnié¢ szachownicy.

Uogodlniajac problem zawarty w tym zadaniu, dochodzimy do nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 1. Zalézmy, ze m < ny oraz m < ny. Wowcezas (pokratkowany)
prostokat o wymiarach ny X ny mozna wypelnié¢ ptytkami o wymiarach 1 x m
wtedy i tylko wtedy, gdy m jest dzielnikiem liczby nq lub dzielnikiem liczby ns.

Dowaod.
<= Implikacja jest oczywista.

= Niech r; oraz rs beda resztami z dzielenia ny i ne przez m:
n=A-m-+ry, ns=B-m+rs.

Podzielmy prostokat ni X ns na cztery mniejsze prostokaty o wymiarach

Am x Bm, Am X 1o, Bm X r1 oraz r1 X ro. Nastepnie ponumerujmy pola

prostokatnej szachownicy w sposéb podany na rysunku 2.
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Rys. 2 Am r1

Zauwazmy, iz kazda plytka o wymiarach 1 x m bedzie zajmowala doktadnie
jedno pole z ustalonym numerem. W szarych prostokatach kazdy z numerow
wystepuje na tej samej liczbie pdl, gdyz przynajmniej jeden z bokow jest
podzielny przez m. A zatem — jesli prostokat mozna pokry¢ ptytkami

o wymiarach 1 X m — w czwartym prostokacie o wymiarach r; X ro musi byé po
tyle samo pol oznaczonych tym samym numerem. Zauwazmy jednak, ze jesli
lub 79 sa rézne od zera, to pél oznaczonych numerem r; lub numerem 79 jest

w nim wigcej niz pol oznaczonych liczba m. A zatem 1 oraz ro musza by¢ rowne
zeru.
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Uogodlniajac poruszony w zadaniu problem i korzystajac z tego, iz prostokat
m1 X meo mozna potraktowaé jako mso zlaczonych plytek 1 x my oraz jako
my ztaczonych plytek 1 x mao , a takze z tego, iz ptytki przy $cianach musza
do siebie przylega¢, dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Prostokat o bokach n; x ny mozna wypelnié pltytkami o bokach
my X mo wtedy i tylko wtedy, gdy

[(m1]n1 1 ma|na) lub

lub

(m1 |TL2 1 m2|n1)]

[(miln1 i maolna) 1 (ne=a-mi+y-me, z,y € Z)],

lub

[(mi|na 1 malng) i

(nu=x-mi+y-meo, x,y € Z)].

Twierdzenie 3. Kwadrat n x n mozna wypelié¢ kwadratami 2 x 2 i m x m
wtedy 1 tylko wtedy, gdy 2|n lub m|n.

<= Implikacja jest oczywista.

—> Jezeli m jest liczba parzysta, to kwadrat o wymiarach m x m mozna
wypekié¢ plytkami 2 x 2 1 wéwczas kwadrat n X n mozna wypelnié tylko
plytkami o wymiarach 2 x 2. Zatem 2 musi dzieli¢ n. Jezeli m jest liczba
nieparzysta, to przeprowadze dowod nie wprost: Zalézmy, iz 2 i m nie dziela n.
Niech r bedzie reszta z dzielenia n przez m: n = A -m + r. Dzielimy kwadrat
na dwa prostokaty, pierwszy o wymiarach A -m x n i drugi o wymiarach r X n.
Rozpatrzymy teraz dwa przypadki.

Jesli r jest nieparzyste, kolorujemy pewne pola kwadratu tak, jak na rysunku 3.
Latwo zauwazy¢, iz liczba bialych pél w pierwszym prostokacie bedzie parzysta
iréwna A-n-(m—1). Natomiast w drugim prostokacie liczba biatych pél

to r - n, co jest liczba nieparzysta, gdyz ani r, ani n nie sg podzielne przez 2.

Z drugiej strony kwadrat m x m zajmie zawsze (m — 1) x m bialych pdl (liczba
parzysta), a kwadrat 2 x 2 dwa lub zero bialych pdl. Sprzecznosé.

Rys. 3

Rys. 4

Jesli z kolei r jest parzyste, to kolorujemy pola kwadratu tak, jak na rysunku 4
i rozumowanie przebiega analogicznie jak w przypadku poprzednim.

Rozwigzanie zadania M 1090.

Oznaczmy przez K, L punkty przeciecia odpowiednio prostych CP

i CQ z prostag AB. Wéwczas CP = PK oraz CQ = QL. Stad wynika,
ze

1 1 1
PQ =5 KL= (AK + BL — AB) = _(AC + BC — AB).
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Rozwigzanie zadania M 1091.
Przypusémy, ze

92005 _ 42 L B2 4 o2 | p2.
gdzie liczby A, B, C, D s calkowite dodatnie. Réwnosé te dzielimy
stronami przez najwicksza mozliwa potege liczby 4, sprowadzajac ja
do postaci 2" = a? + b? + ¢ + d?, gdzie liczba n oraz co najmniej
jedna z liczb calkowitych dodatnich a, b, ¢, d jest nieparzysta.
Przypusémy, ze n > 3. Wowczas aby liczba a? + b2 + ¢ + d?
byta podzielna przez 4, kazda z liczb a, b, ¢, d musiataby by¢
nieparzysta. Kwadrat kazdej liczby nieparzystej przy dzieleniu
przez 4 daje reszte 1, wiec liczba a? + b? 4+ ¢ + d? dawalaby reszte 4
z dzielenia przez 8, co stoi w sprzecznosci z tym, ze jest ona réwna
2™ i n > 3. Zatem musi byé n = 1, co réwniez jest niemozliwe, gdyz
a?+ b2+ +d? > 4. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze zadane
przedstawienie nie istnieje.



