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Geometryczne osobliwo$ci: niezmiennicze sumy

Ze szkolnej geometrii wiemy, ze:

O suma miar katéw wewnetrznych tréjkata jest rowna m; ogdlniej:
suma miar katéw wewnetrznych wypuklego n-kata (n > 3) jest réwna
(TL - 2)77’

O dla kata o mierze a € R, sin® o + cos?ar = 1,

O elipsa to zbior punktéw plaszezyzny, dla ktérych suma odlegtosci od
dwoch ustalonych punktéw jest stala.

Oto kilka innych obserwacji geometrycznych tego typu. Wskazane w nich

sumy nie zmieniaja si¢ nawet wtedy, gdy zmianie ulegaja parametry

figur, ktérych te sumy dotycza.

A. (Dynamiczna interpretacja twierdzenia Pitagorasa.) W okrag O(r)
wpisujemy tréjkat prostokatny ABC oparty na jego $rednicy (rys. 1).
Na zewnatrz trdjkata, na jego bokach, budujemy kwadraty. Wéwcezas,
zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa, a® + b? = (2r)?%. Zalezno$¢ ta nie ulega
zmianie, gdy wierzchotek C' bedzimy przemieszczaé wzdluz pélokregu AB

(C+#AiC #B).

B. W okrag O(r) wpisujemy takie dwa okregi styczne wewnetrznie Oy (ry)
oraz Oy(r2), ze 1 +ro =1 (rys. 2). Wéwcezas suma obwodéw wpisanych
okregéw jest réwna obwodowi okregu opisanego: 2nry 4 2mry = 277

C. (Twierdzenie Vivianiego) W tréjkacie réwnobocznym ABC suma
trzech odlegtosci punktu wewnetrznego trojkata S od bokéw tego
tréjkata nie zalezy od polozenia tego punktu (rys. 3).

D. W tréjkat réwnoramienny ABC, o podstawie 2a i wysokosci h,
wpisujemy dwa styczne kwadraty lezace na podstawie AB (rys. 4).
Wowezas suma dhugosci bokéw tak wpisanych kwadratéw jest stata:

T+y= (312) (jest érednig harmoniczna liczb a, h).

Z proporcji £ = £ mamy p = 9*. Z proporcji % = ¢ mamy g = .

Wstawiajac otrzymane wartosci do réwnania p + x + y + ¢ = 2a (dlugosé
odcinka AB), otrzymujemy oczekiwana zalezno$é.

E. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, o podstawie 2a i wysokosci h,
wpisujemy dwa styczne zewnetrznie pélokregi, ktoérych érednice leza
na podstawie AB (rys. 5). Woéwczas suma promieni tak wpisanych

polokregéw jest stata: R+1r = #\/ﬁ Z proporcji & = ﬁ mamy

w = {Va? + 2. Z proporcji & = - mamy y = ;vVa® + h2.

Wstawiajac otrzymane wartosci do réwnania = + R+ 7+ y = 2a (dlugosé
odcinka AB), otrzymujemy oczekiwana zalezno$é.

Uwaga. Analogiczng zalezno$é mamy dla stycznych zewnetrznie potkul
wpisanych w stozek, potozonych na jego podstawie.

F. Przez podstawe AB trdjkata réwnobocznego ABC' prowadzimy
prosta K, a przez wierzcholek C prosta [, ktora nie ma punktow

wspoélnych z wnetrzem trojkata. Na zewnatrz tréjkata w obszarach
ograniczonych prostymi k i [ dopisujemy styczne okregi O;(r1) oraz

Os(r2), (rys. 6). Wowczas ri + 1o = 2¥2. Rozwazajac tréjkaty prostokatne

8




tworzace trojkat ACO:1, mamy “=* = ctg g, L=tgg= @, a stad

a
r=———:.
ctgg + @
Prowadzac podobne rozwazania dla tréjkata BC'Os, otrzymujemy
a
Tg = ———.
ctg 5 + ?

Korzystajac z zaleznosci o« + f = =7 oraz znanych zaleznosci

trygonometrycznych, po niezbyt uciazliwych rachunkach otrzymamy
zapowiedziang réwnosé.

G. W pélokrag O(R) wpisujemy dwa identyczne pélokregi o(r)

o promieniach r < 1R tak, ze leza one na $rednicy okregu O(R) i sa

do niego styczne wewnetrznie (rys. 7). W pozostaly obszar pétokregu
O(R) wpisujemy okrag O;(d;) styczny zewnetrznie do okregu o(r) oraz
wewnetrznie do okregu O(R) (oczywiscie: R]D:jrf <d; < R;jrfr). Nastepnie
w powstala ,luke” wpisujemy okrag styczny zewnetrznie do okregdw
O1(dy) 1 drugiego okregu o(r), oraz styczny wewnetrznie do okregu O(R).
Dla tak wpisanych okregéw O(d;), Os(d2) mamy di +ds = R — .

Zalézmy, ze istnieje dokladnie jeden okrag Os(dz), jaki mozemy wpisaé
w powstala ,luke” (uzasadnienie tego faktu nie jest banalne). Oznacza
to, ze dla danych juz punktéw O, o0, 0,0, (bedacych srodkami okregow)
istnieje dokladnie jedna konfiguracja z punktem realizujaca opisane wyzej

warunki. /(
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Literatura

1. H. Fukagawa, D. Pedle, Japanese
temple geometry problems (San Gaku),
The Charles Babbage Research Centre,
Winnipeg, 1989.

2. L. C. Tien, Constant-sum figures,

The Mathematical Intelligencer 23 (2001),

15-16.

3. J. Zydler, Geometria, Prészynski
i S-ka, Warszawa 1997.

o

B Rys. 7 @) o

Rozwazmy teraz trzy trojkaty z rysunku 8, ktorych boki maja diugosci:
a=r+dy,b=dy +ds, c=1r+ds.

Prostymi rachunkami sprawdzamy, ze wykreslajac z wierzchotkéw tych trojkatow
odpowiednie okregi, zrealizujemy konfiguracje spelniajaca wyzej opisane
warunki. Poniewaz taka konfiguracja (przy danych punktach O, 0,0, 01) jest
dokladnie jedna, wiec |O102| = di + do = b, gdzie b = R — r (patrz na $rednice
okregu O(R)).

a
b b
a ¢ “| R % b
Rys. 8 b b Rys. 9 x Yy

H. W pélokrag o promieniu R wpisujemy dwa stykajace sie bokami kwadraty
lezace na $rednicy (rys. 9). Suma po6l tak wpisanych kwadratéw jest stala:

a® + b = R2. Przy oznaczeniach z rysunku 9 mamy 22 = R? — a2, y? = R? — b°.
Stad 22 — 3% = b% — a?. Laczac te 16wno$é z zaleznoscia x +y = a + b

(patrz rys. 7), obliczamy: x = b1y = a, a stad juz wynika oczekiwana réwnosé.
Odkrycie innych tego typu zaleznosci moze by¢ nie tylko przyjemna,

ale i inspirujaca przygoda. )
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