Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31V 2005
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Rys. 2

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
382 (WT = 3,55), 383 (WT = 1,15)
384 (WT = 1,30) i 385 (WT = 2,65)
z numeréw 9/2004 i 10/2004

Andrzej Idzik — Bolestawiec 45,80
Jacek Piotrowski — Rzeszow 29,30
Jerzy Witkowski — Radlin 24,55
Piotr Kumor — Olsztyn 13,92

Konrad Kapcia — Czegstochowa 13,15

Kolejny rekord pobity! Juz po raz szésty
zdobyl 44 punkty pan Andrzej Idzik,
bezkonkurencyjny lider naszego peletonu!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 394, 395
Redagugje Jerzy B. BROJAN

394. Z siedmiu kart do gry zbudowano ,domek” (zob. rys. 1). Jesli wspolezynnik tarcia
kart o stét i o siebie nawzajem jest rowny p = 0,25, to jaka jest minimalna wartos¢ kata
a miedzy géornymi kartami a poziomem? Jaka jest minimalna wartos¢ kata 0 miedzy
dolnymi kartami a poziomem? Zakladamy, ze kat « jest jednakowy dla obu gérnych
kart, a kat 8 — jednakowy dla czterech dolnych.

395. Automatyczna sptuczka zawiera zbiornik, ktérego $cianka boczna moze sie
obraca¢ bez oporu wokdl ustalonej osi (rys. 2). Jesli wysokos¢ $cianki ponizej osi
obrotu jest rowna h, to do jakiej wysokosci H powyzej osi musi si¢ nala¢ woda, aby
Scianka sie obrocita i zbiornik uleglt opréznieniu?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

386. Male cialo potozono w najwyzszym punkcie pochylni
o ksztalcie paraboli o ramionach opadajacych i nadano mu pewna
predko$é poczatkows w kierunku poziomym (rys.). Predkosé ta byla zbyt
mala, aby cialo oderwato si¢ od pochylni i polecialo swobodnie. Cialo porusza si¢
po pochylni bez tarcia. Czy nacisk ciala na pochylni¢ bedzie rést w miare wzrostu
predkosci ciala, czy malal? Czy mozliwe jest, zeby cialo poczatkowo sun¢to po pochylni,
a w pewnym momencie si¢ od niej oderwalo?

387. Ciata bedace dobrymi absorberami promieniowania sa réwniez — jak wiadomo —
dobrymi emiterami. Dlaczego wigc termometr z banka pomalowang na czarno nagrzewa si¢
w promieniach Slonca silniej od termometru z banks pomalowang na biato?

386. Zapiszmy réwnanie paraboli w postaci y = (1/2)ka? (0é z jest pozioma, a of y —
pionowa ze zwrotem w doét), a predkosé ciata w najwyzszym punkcie toru oznaczmy
przez vo. Zgodnie z tredcia zadania spetniony jest warunek kvi < g. Predkosé ciata
w dowolnym punkcie wyznaczymy z zasady zachowania energii v* = v3 + 2gy, a site
nacisku N — z réwnania N = mgcos a — mv? /R, gdzie a jest katem nachylenia
stycznej, a R — promieniem krzywizny. Nalezy tu podstawic¢

1 1

VittgZa Vi+ka?
oraz (por. w poradnikach matematycznych wzory na krzywizne wykresu funkcji)
1 y” k

COos x =

R (1+y/2)3/2 - (1+k2x2)3/2'
Otrzymujemy
g — kvb
Widzimy, ze sita nacisku maleje, ale nie osigga zera.

N=m

387. Odprowadzanie ciepta z banki termometru do otoczenia zachodzi nie tylko
wskutek emisji promieniowania, ale takze wskutek kontaktu z powietrzem. Ten
przeptyw ciepla zalezy tylko od temperatury termometru, a nie od jego pomalowania,
co spowoduje wyzsza temperature termometru pobierajacego wiecej energii
promienistej (czarnego). Ponadto termometr pochlania gtéwnie §wiatto widzialne,

a emituje promieniowanie podczerwone. Nie jest pewne, czy farba biata w $wietle
widzialnym jest réwnie biata w podczerwieni (a czarna w $wietle widzialnym — réwnie
czarna w podczerwieni).
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497. Dane sa liczby rzeczywiste a, b.
Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych z, vy, z

Zadania z matematyki nr 497, 498
Redaguje Marcin E. KUCZMA

z+y+z =0
2% +y? 4+ 2% = 6ab
x3+y3+z3: 3(a3+b3)

() 498. Niech n bedzie ustalong liczbg catkowityg dodatnia. Wyznaczyé wszystkie

n-wyrazowe ciagi (a1, ..

.,an), spelniajace warunki:

e liczby a; sa caltkowite, a1 > ... > a, > 1;

Termin nadsylania rozwiazan: eai+...+a, =2n;

31V 2005

w jednym punkcie.

A L dlai=1,...,14.

489. Oznaczmy przez O i R $rodek i promien okregu
opisanego, przez K — spodek wysokosci z wierzchotka A,
przez L — punkt przeciecia jej przedtuzenia z okregiem
opisanym, a przez D oraz D' — punkty przeciecia érednic
AA' oraz LL' 7 bokiem BC. Punkty L i H leza symetrycznie
wzgledem K, wiec |[OD| + |DH| = |OL| = R. Symetralna
boku BC jest osia symetrii prostokata ALA'L’ (bo
AL 1 BC); zatem |BD| = |D'C|, |DC| = |BD’|.
Analogicznie okreslamy punkty E, E' na boku CA
i punkty F, F’ na boku AB. Otrzymujemy réwnosci
|OFE| + |EH| = |OF| + |FH| = R oraz

|BD| |CE| |AF| |D'C| |E'A] |F'B|

|DC| |EA| |FB| ~ |BD'| |CE'| |AF'|"
Stosujemy teraz dwukrotnie twierdzenie Cevy: odcinki AD’,
BE', CF’ przechodza przez punkt O, wiec iloczyn po prawej
stronie ma warto$¢ 1. W takim razie réwniez iloczyn po
lewej stronie ma warto$¢ 1, wobec czego odcinki AD, BE,
CF przecinaja si¢ w jednym punkcie. Zatem punkty D, E, F'
maja wymagane wtasnosci.

490. Permutacje 7 zbioru {1,...,n} interpretujemy jako
uporzadkowanie: ciagg, w ktérym element ¢ znajduje sie

na pozycji 7 (). Niech A, i bedzie zbiorem tych permutacji
zbioru {1,...,n} (dla n>2), w ktérych dokladnie k par
liczb kolejnych ¢, i+1 trafia na pozycje sasiadujace, przy
czym para n—1, n nie jest jedna z nich; i niech B, ; bedzie
zbiorem tych permutacji, w ktérych na sasiadujace pozycje
trafia para n—1, n oraz k innych par i, i+1 (i<n — 2).
Oznaczmy moce zbioréw A, i i Bn,r odpowiednio przez
f(n,k) i g(n,k). Dla n = 2 mamy:

e f(2,k) =0 dla wszystkich k> 0;

©g(2,0)=2, g(2,k)=0dlak>1.

Nalezy wyznaczy¢ warto$é f(15,0). Wyprowadzimy dwie
zaleznosci rekurencyjne.

7 dowolnej permutacji m € A, mozemy uzyskaé¢ n + 1
permutacji zbioru {1,...,n+1}, umieszczajac element

n—+1 na poczatku, na koncu, badz gdziekolwiek miedzy juz
ustawionymi elementami. Dostaniemy w ten sposéb:

(1) k permutacji nalezacych do zbioru A,+1,k—1;

(2) 2 permutacje nalezace do zbioru Bpi1.k;

(3) n — 1 — k permutacji nalezacych do zbioru Ap41.k -
Uzasadnienia: k permutacji (1) uzyskujemy, wktadajac
element n+1 pomiedzy pewne sasiadujace i, i+1 (poniewaz

15

e dla kazdego uktadu wskaznikéw 1 <iy < ... < ix <n (dla dowolnego k) suma
ai, + ...+ a;, jest rézna od n.

Zadanie 498 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/2004
Przypominamy tres¢ zadan:

489. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC, wpisanego w okrag o érodku O, przecinajg si¢

w punkcie H. Wykazaé, ze istniejg punkty D, E, F, lezagce odpowiednio na bokach BC, C'A,
AB, takie, ze |OD|+ |DH| = |OE| + |EH| = |OF| + |FH|, a proste AD, BE, CF przecinajg si¢

490. Wyznaczy¢ liczbe permutacji w zbioru {1,...,15}, spelniajacych warunek |w(i+1) — 7w (i)| > 1

n—1, n nie sasiaduja, wiec beda to istotnie permutacje
ze zbioru A,41.x—1). Dwie permutacje (2) powstana
przez umieszczenie elementu n+1 obok n, z lewej lub
prawej strony. Umieszczenie elementu n+1 na dowolnej
z pozostalych pozycji da permutacje (3).
Rozumujac podobnie, stwierdzamy, ze z permutacji © € B,, 1,
powstanie — przez doltaczenie elementu n+1:
(4) k permutacji nalezacych do zbioru A, 11k ;
(5) 1 permutacja nalezaca do zbioru Byy1,k ;
(6) 1 permutacja nalezaca do zbioru By 41 k+1;
(7) n — 1 — k permutacji nalezacych do zbioru A,+1 k+1 -
Uzasadnienia: teraz n — 1 i n sasiaduja — jest ponadto k
innych sasiadujacych par i, i + 1; rozdzielajac je elementem
n+ 1, dostajemy k permutacji (4). Umieszczajac element
n+1 obok n (po tej stronie, co n — 1, lub po przeciwnej),
dostaniemy permutacje (5) i (6). Permutacje (7) to wynik
umieszczenia n+1 na innych pozycjach.
Zastepujac k przez k+1, tak przepisujemy informacje (1):
(1") kazda permutacja m € A, r+1 daje k + 1 permutacji

Z An+1,k .
Podobnie, ,cofajac” indeks k, przeformutowujemy informacje
(6) 1 (7):
(6") kazda permutacja m € B, y—1 daje 1 permutacje

z Bnyik;
(7") kazda permutacja m € B, x—1 daje n — k permutacji

z An+1,k .
Z wlasnosci (1), (3), (4), (7") wynika wzér rekurencyjny
f(n+17k) = (k+1)f(n7k+1)+(n_ 1_k)f(n7k)+
+kg(n, k) + (n — k)g(n,k — 1); a z wlasnosci (2), (5), (6') —
wzér g(n+ 1,k) = 2f(n, k) + g(n, k) + g(n, k — 1). (Wzory
sa stuszne takze dla k = 0, jesli przyjaé, ze g(n,—1) = 0).
Otrzymane wzory rekurencyjne pozwalaja oblicza¢ wyrazy
obu macierzy, [f(n, k)] i [g(n, k)]. Oto ich poczatkowe
wiersze:

f k=0 1 2 3 g |k=0 1 2 3
n=2 00 0 0 n=2 2 0 0 0
3 0 2 0 0 3 2 2 0 0

4 2 8 2 0 4 2 8 2 0

50 14 34 22 2 5 6 26 14 2

Kontynuujac, osiagamy w skoficzonym (nie przesadnie
dlugim) czasie wiersz pietnasty, a w nim szukana wartosé
f(15,0) = 175203 184 374.



