Wypelnianie przestrzeni

Normalne wypelnienie przestrzeni

szeScianami

Minimalne wypelnienie szeScianami
(widziane z kierunku jednej z krawedzi)

P

Szedcian jako czternastoscian

Czternastoscian archimedesowy

Wypelniajace przestrzen graniastostupy
archimedesowe (ten z prawej znany jest

Marek KORDOS

Ten artykul ma w sieci (www.mimuw.edu.pl/delta) interaktywny odpowiednik, gdzie mozna
manipulowaé¢ wypelniajacymi przestrzen wieloScianami.

Problem wypelnienia przestrzeni bez luk jednakowymi wielo$cianami okazuje
sie¢ wcale nie tak prosty, jak na pierwszy rzut oka mozna oczekiwac. Sposrod
pieciu wieloécianéw platonskich tylko jeden nadaje sie do tego. Oczywiscie jest
to szescian. O tym, ze pozostale nie moga wypei¢ przestrzeni, przekonaé sie
latwo: wystarczy zauwazy¢, ze ich katy dwuscienne nie skladajg sie w zadnej
liczbie na kat pelny.
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Wypelnienie przestrzeni szescianami moze by¢ zrealizowane na wiele sposobéw.
Najbardziej oczywisty z nich to taki, gdy w kazdym wierzchotku spotyka sie

8 szedciandéw. W tym wypelnieniu poszczegdlne wielosciany stykaja sie catymi
Scianami — wypelnienie o tej wlasnosci nazywa si¢ normalne.

Mozna jednak szesciany tak utozone poprzesuwaé w ten sposéb, by w zadnym
punkcie nie stykato sie ich wiecej niz 4. Liczby tej nie mozna juz zmniejszy¢.
Henri Lebesgue zauwazyl w 1911 roku (a potem udowodnit), ze w kazdym
wypelnieniu przestrzeni (juz niekoniecznie jednakowymi) wieloScianami beda
punkty, gdzie stykaé sie ich bedzie co najmniej 4. Przyjeto to nawet za jedna

z wersji definicji wymiaru: jesli jakas przestrzen mozna wypelni¢ tak, ze sa
punkty, w ktérych styka sie (n + 1) wypelniajacych obiektéw i nie ma punktéw,
w ktérych styka sie ich wiecej, to ma ona wymiar co najwyzej n. Zatem to nowe
wypelnienie szeScianami realizuje minimum takiego n dla naszej przestrzeni,
ktoéra jest trojwymiarowa. Wypelnienie realizujace minimum n nazywa sie,
oczywiscie, minimalne.

Mamy wiec dla sze$cianu wypelnienie normalne, mamy tez wypelnienie
minimalne, ale nie mamy wypelnienia, ktére miatloby rownoczesnie obie te
wlasnosci. Powstaje pytanie, czy istnieje wielo$cian, wypelnienie ktérym obie
te wlasnosci ma.

Pigkna droge do znalezienia pozytywnej odpowiedzi na to pytanie wskazal

Hugo Steinhaus. Radzi on mianowicie, aby zaobserwowac slady, jakie

na kazdym szeScianie wypelnienia minimalnego zostawia krawedzie sasiednich
szesciandéw. Widzimy, ze sa to prostokaty, z ktérych 8 ma jednak po szesé
sladéw wierzchotkow sasiednich szedcianéw. Mozna by je wigc traktowac jak
szesciokaty. Przy takim podejsciu nasz szescian ma wiec 8 Scian szesSciokatnych

i 6 czworokatnych, czyli jest czternastoscianem. I nasuwa si¢ pytanie, czy takiej
bryly nie mozna zdeformowaé tak (nie zmieniajac liczby obu rodzajéw écian), by
wszystkie one staly sie foremne.

Okazuje sie, ze jest to wykonalne, a otrzymany wielosScian to czternastoscian
archimedesowy (wielo$ciany archimedesowe maja wszystkie Sciany foremne

i jednakowe naroza). Mozna go inaczej otrzymaé, obcinajac osmio$cianowi
foremnemu naroza do % dtugosci krawedzi. Okazuje sie wiec, ze istnieje
wielo$cian archimedesowy realizujacy wypelnienie réwnoczesnie normalne

i minimalne. Mozna udowodnié, ze jest on — wsréd wieloscianéw majacych
Sciany foremne — jedyny.

Jakie jeszcze wielosciany archimedesowe moga wypelnié¢ przestrzen?
Tylko graniastostupy o podstawach tréjkatnych lub szesciokatnych (takze
czworokatnych, ale to sa juz wymienione szesciany). Wystarczy wypelnié
plaszczyzne ich podstawami, by otrzymaé warstwy w sposéb oczywisty

w budownictwie drogowym jako trylinka) Wype}niaj@ce przestrzeﬁ,
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Powstawanie dwunastos$cianu rombowego

RS

Roéwnolegloscian z oémioscianu i dwéch
czworoscianéw

N

Szes$cioo$mioscian

D

CzworosScian przyciety

Sposérod dosé regularnych wielodcianéw wypelniajacych przestrzen jest
jeszcze jeden, zreszta pochodzacy od szeScianu dwunasto$cian rombowy.
Powstaje on przez dolaczenie do szescianu po jednej szostej stykajacych sie

z nim szesciandéw z wypelnienia normalnego. Tréjkaciki, stanowiace boczne
Sciany dolaczonych piramid, tacza sie w romby, ktorych jedna z przekatnych
sa krawedzie szeScianu. Sam sposéb powstania dwunastoscianu rombowego
gwarantuje, ze wypelnia on przestrzen: wypelniajace normalnie przestrzen
szesSciany malujemy w szachownice (majace wspoélna $ciane sa réznego koloru)
i szesciany jednego z koloréw rozbijamy na piramidki doklejone do sasiednich
szesciandw.

Dwunastoscian rombowy koniczy liste wypelniajacych przestrzen wieloSciandw
z przystajacymi Scianami. Zajmijmy sie wiec wypelnieniami zlozonymi
z rytmicznie utozonych wieloScianéw dwdch rodzajéow.

Okazuje sie, ze mozna przestrzen wypeli¢ dwoma wielo$cianami platonskimi,
a mianowicie o$mioscianami i czworo$cianami o takich samych krawedziach.
Tutaj wystarczy zauwazy¢, ze jesli do dwoch przeciwleglych (réwnoleglych)
$cian o$mioscianu dokleimy czworosciany, to powstanie réwnoleglodcian (nawet
rombo$cian), a wypelnienie przestrzeni réwnoleglo$cianami nie przedstawia
problemu.

Wypelniajaca przestrzen pare: wieloscian archimedesowy — wieloscian platonski
mozna utworzyé na dwa sposoby. Bedzie to szeScioo$mio$cian (powstaly przez
obciecie sze$cianowi lub o$mio$cianowi wierzchotkéw przez polowy krawedzi)

i o$mioscian (oba wielo$ciany musza mie¢ krawedzie tej samej dlugosci) oraz
czworo$cian przyciety (obcinamy czworo$cianowi wierzchotki w jednej
trzeciej dlugosci) i ... czworodciany. Ten ostatni przyklad jest szczegdlnie
interesujacy, bo taczymy przyciete czworosciany z tym, co im do bycia

zwyklym czworoscianem brakuje — a przeciez wypelnié przestrzeni zwyklymi
czworo$cianami si¢ nie da.

Sze$cioosmiosciany sklejamy kwadratowymi $cianami, a to, co kazdemu
z nich brakuje do bycia szescianem, to akurat jedna 6sma o$mioscianu, wiec
o$mio$ciany wypelnia powstale luki.

Znacznie trudniejsza jest sprawa
z czworoscianami przycietymi. Aby
wypelnié¢ nimi przestrzen, nalezy
ustawic¢ je szeSciokatnymi Scianami

na plaszczyznie w sposéb pokazany A A A

na rysunku. To, co ,wyjdzie”, bedzie
przypominalo palete do jajek.
Druga taka palete obracamy o 180° A A A
i nakladamy na pierwsza. Okaze sie,
ze luki beda akurat czworoscianami.

Tak ustawiamy na plaszczyznie podstawy

I tak otrzymanymi warstwami vawiar :
CZWOroscianow przym@tych; na czarno zaznaczone

Wypelmamy pI‘ZGStI‘ZGH - tUtaJ sa tréjkatne Sciany palety nalozonej z przeciwnej
eksperyment manualny (b%di strony, biale tréjkaty to luki na czworosciany.

wirtualny) wydaje sie konieczny.

Zagadnienie wypelnienia przestrzeni pojedynczymi, ale mniej regularnymi
wielo$cianami jest trudne i jedynie dla czworo$cianéw (juz niekoniecznie
foremnych) zrobiono kilka
krokéw naprzod.

W szczegblnoscei przestrzen
mozna wypetnicé
czworo$cianami Hilla.
Jednym z nich jest )
. 77
czworoscian Hi (%), bedacy
uwypukleniem trzech
kf)lel]ny(?ha maJ@C}'ICh r/oz'ne Czworoscian Hy (%) Szeécian z czworoscianéw
kierunki krawedzi szeScianu. przystajacych do Hy (%)
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Pozornie rzecz wydaje si¢ banalna, bo szesé takich krawedzie dtugosci katy dwuscienne
czworoscianow tworzy szeScian. Po chwili zauwazamy, ab Sina o
ze czworosciany tego wypelnienia sg dwéch rodzajéw ac V3 cos a /3
— trzy maja jedna orientacje, a pozostale trzy inna. ad 1 /2
Mozna jednak, nieco inaczej ukladajac te czworosciany, Hi () be 1 /2
wskazaé prawdziwe wypelnienie. bd sin o T — %
cd sin « «a
ab 2sin« «
ac V3cosa w/3
Ha(a) ad 2 w/2
/ be 5sin?a— 1 | 7 — arccos (% ctg a)
bd 2sin (m/2) —
cd \/5sin?a — 1 arccos (% ctg oz)
ab 2sin« «
ac V12 cos v /6
ad \/2+sin?a | w — arccos (L cos a)
Hz(e) V3
be 2 w/2
Tutaj trzy czworosciany Hi (%) sktadaja si¢ na pochylony bd sina T — %
rani st S ie trojkatnej kimi grani st mi
iries?:;(e):’l ;I;;;;ibz;w; stpzjsé%)t o?z,yivit:ty. gramastostup cd \/m T — arccos (% cos a)
O trudnosci problemu wypelnienia przestrzeni ab V3 /3
jednakowymi czworoscianami swiadczy fakt, ze pierwsza ac V2 /2
praca na ten temat ukazala si¢ dopiero w 1923 roku, Ty ad 2 m/4
kiedy to D.M.Y. Sommerville udowodnil, ze Ty, Tio, be 1 /2
Hy(3) i Hg(%) (nazwy z tabeli) wypelniaja przestrzen. bd V3 /3
Lata pdZniejsze przynosza publikacje wynikow slabszych cd V2 /2
niz rezultat Sommerville’a. Dopiero M. Goldberg ab V3 /6
w 1974 roku udowodnil, ze dobre sa wszystkie H;(a), ae V3 /6 )
czyli wszystkie wielo$ciany Hilla (tabelka podaje Tio ad V5/2 T arccos g
doktadny opis takich czworo$cianéw). be 2 /4
bd V5/2 %(7‘( + arccos %)
Trudno ten rezultat uzna¢ za imponujacy. Jest to cd V5/2 %(ﬂ + arccos %)

ciekawe pole badan réwniez dla naszych Czytelnikow,
wymagajace jedynie (czy tez az) sprawnej wyobraZni
przestrzenne;j.

Rozwigzanie zadania F 638.
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5 Po hamowaniu predkos$é to vg — Av, a zatem,
0

korzystajac z rozwiazania poprzedniego zadania, w perygeum predkos$é pojazdu wyniesie

Promien orbity kolowej o predkosci vg to rg =

vy — Av
2GM 203
vp = ———m——— — 1 vo—Av) = ——2— — 1) (vg — Av
P (’UU — AU)G—y ( ) ((UU . AU)Z < )7
v
0
a odlegloé¢ od centrum to
To
GM (203
Tp = —%5— -1
vg (vo — Aw)?
Predkosé na kotowej orbicie o promieniu r, wynosi vy, , czyli po podstawieniu
€ P
Tp
202
0
v -1
' ((UU ~Av)? )
- wiec pojazd musi zmniejszy¢ swoja predkosé o
Uk . _
—_— A 2115 1) ¢ Av) 21)(2, 1 /2
v vg = [ —m— — vg — Av) — | ————— — V0.
v 2 (vo — Av)2 0 (vo — Awv)? 0

Zauwazmy, ze chociaz pojazd dwa razy hamowal (zmniejszal swojg predkosé¢), w wyniku manewréw
jego predkos$é wzrosta (v > vg). Ten nieco zaskakujacy wynik mozna tatwo zrozumieé, gdy zdamy
sobie sprawe z tego, ze przyblizajac si¢ do planety, statek zwigkszyt swojg energi¢ kinetycznag
kosztem potencjalnej.
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