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Jak rozwigzac¢ ré6wnanie Fibonacciego?

W 1202 roku bogaty kupiec Leonardo z Pizy (1180-1240), znany dzi$
powszechnie jako Fibonacci (co oznacza syn Bonacciego), opublikowal
w wieku 22 lat dzielo Liber Abbaci (Ksiega Abaku, czyli rachunku).
W ksiazce tej opisuje w sposéb matematyczny, aczkolwiek bardzo

niedoktadny, przyrost liczby par osobnikéw w populacji krolikow

w kolejnych pokoleniach. Problem zostal przez niego postawiony w stylu
wschodnim, a wiec jako zagadka:

Ile par krolikow moze zrodzi¢ sie z jednej pary w ciggu roku, jesl

— kazda para rodzi nowqg pare w ciggu miesigca,

— para staje sie plodna po miesigcu,

— kroliki nie zdychajq?

Wiekopomng zastuga Fibonacciego jest
oczywiscie raczej zainteresowanie matematykow
réwnaniem o bardzo ciekawych wlasnosciach,

a nie oszalamiajaca adekwatno$é¢ jego modelu
do zaobserwowanej rzeczywistosci. Zobaczmy
zatem, do jakiego réwnania prowadzg dosé
nonszalanckie zatozenia Leonarda z Pizy.

Oznaczmy liczbe par krolikow w n-tym pokoleniu
przez y(n). Poczatkowo mamy y(1) =11 y(2) = 1.
Zapiszmy teraz réwnaniem podang przez
Fibonacciego regute wzrostu populacji krélikow:
(F) y(n+2) =y(n+1) +y(n).
Oczywiscie korzystajac z warunku poczatkowego,
mozemy teraz obliczy¢

y(3) =y(2) +y(1) =1+1=2
nastepnie, wstawiajac do réwnania y(2) i y(3),
wyliczamy

y(4) =y(3) +y(2) =2+1=3,
i tak dalej. Otrzymujemy ciag 1,1,2,3,5,8,13,...,
zwany ciagiem Fibonacciego.

Podana metoda obliczania n-tego wyrazu ciagu ma
te wade, ze jest wysoce klopotliwa, gdy chcemy
obliczy¢, powiedzmy, tysieczny wyraz ciagu. Czy
mamy wczesniej dokonaé¢ 997 obliczen poprzednich
wyrazow? Sprébujmy inaczej, tzn. zastanéwmy sie,
czy da sie wyliczyé¢ n-ty wyraz ciagu Fibonacciego
bez wyliczania wyrazéow poprzednich? Jak to
zrobi¢? Do réwnania (F') podstawmy y(n) = A".
Otrzymamy

A2 =\
Dzielac réwnanie przez A" (co mozemy zrobié, bo

rozwiazanie A = 0 jest dla nas malo przydatne),
otrzymujemy réwnanie kwadratowe

AN =)\+1.

Teraz przenosimy A na lewg strone, dodajemy

do obu stron 1
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i, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia,
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1*2‘/5 lub A:1+2\/g.

Widzimy zatem, ze zaréwno ciag y:1(n) = (1"/g)n,
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jak i ciag yo(n) = (”—f)n spelniaja réwnanie (F).
Niestety, zaden z nich nie spetnia warunku
poczatkowego (tzn. warunku y(1) =y(2) =1).
Rozwazmy jednak ciagi postaci

y(n) = a-yi(n) +b-ya(n),
gdzie a i b sa dowolnymi statymi. Z tatwoscia
sprawdzamy, ze kazdy taki ciag spelnia
réwnanie (F'). Sposrdd tych ciagéw cheieliby$my
wybraé taki, ktéry spelnia warunek poczatkowy.
Szukamy zatem takich a i b, by byl spelniony uktad
réwnan

{1 = a-yi(1) +b-y(1),

1= a-y1(2) +b-52(2).

Rozwiazanie uktadu dwoéch rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi nie jest sztuka nadmiernie
trudna. W wyniku otrzymujemy

oraz b= i
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Czy potraficie teraz z pomoca kalkulatora
obliczy¢, ile — w przyblizeniu — bedzie krolikow
w pieé¢dziesiatym pokoleniu?

a = —
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