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Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 2005

Rys. 1

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 392, 393
Redaguje Jerzy B. BROJAN

392. Izolowany termicznie cylinder jest podzielony nieprzewodzacym ciepla
tlokiem na dwie rowne czesci zawierajace jednakowe ilosci tego samego gazu

o temperaturze Ty pod ci$nieniem pg (rys. 1). Do wnetrza doprowadzamy pewna
ustalong ilo§é ciepla @ (np. grzalka elektryczna). W ktérym przypadku cisnienie
wzrosnie bardziej: gdy cale cieplo dostarczymy do jednej czesci cylindra, czy gdy
do kazdej czesci dostarczymy potowe?
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393. Jak wiadomo, silny magnes wrzucony do pionowej rury miedzianej

lub aluminiowej spada do$¢ powoli ze wzgledu na efekty indukcyjne (prady
wirowe wzbudzane w rurze). Czy dwa takie magnesy polaczone ze soba jak

na rysunku 2a spadaja szybciej, czy wolniej niz pojedynczy magnes? A jak
szybko — w poréwnaniu z tymi dwoma przypadkami — spadaja te dwa magnesy
rozdzielone lekka niemagnetyczna przekladka (rys. 2b)? Nalezy podaé fizyczne
uzasadnienie odpowiedzi.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

384. Na podstawie nast¢pujacych danych:

a) promien orbity Ksiezyca wokét Ziemi Rx = 380000 km,
R b) promien Ziemi r = 6400 km,

I c) przyspieszenie ziemskie g i dlugos$é roku (powszechnie znane.. . ),
T

N

Rys. 3

384. Wysokosé pltywéw zalezy od réznicy miedzy
warto$ciami sity grawitacji dzialajacej na czesé Ziemi
blizsza i dalsza od ciala niebieskiego wywotujacego pltywy.
Odejmujemy wiec
AF — GMzM  GMzM ~ AGMzM .

(R—7)2 (R+r)? R3 ’
gdzie Mz jest masa Ziemi, M — masg Stonca lub Ksiezyca,
a R — odleglosécia do danego ciata. Widzimy, ze decyduje
stosunek masy ciata do szescianu odleglosci od Ziemi.
Zaktadajac, ze wysoko$é¢ ptywéw jest proporcjonalna do
tego ilorazu, otrzymujemy stosunek wysokosci ptywéw
Mk R2
MsR3.~
Ponadto wedlug III prawa Keplera masa Stonca
jest powiazana z okresem obiegu Ziemi 7' (dtugoscia

GMs  [2m\? Ziemi .
B (T) , a masa Ziemi — z jej
promieniem i przyspieszeniem grawitacyjnym na jej

ksiezycowych do stonecznych réwny 2 =

roku) wzorem:

11

oraz wiedzac, ze plywy wywolywane przez Ksiezyc sa okolto dwéch razy wyzsze od wywolywanych
przez Stoince, oceni¢ przyblizong warto$¢ stosunku masy Ksiezyca do masy Ziemi.

385. Powierzchnia bardzo dlugiego walca o promieniu 7 = 1 cm wysyla $wiatto. W odlegtosci

d = 10 cm od konca walca znajduje si¢ przestona z kolowym otworem o promieniu R = 3 cm, przy
czym o$ walca przechodzi przez $rodek otworu prostopadle do przestony (rys. 3). Jaka powinna by¢
ogniskowa f soczewki wypelniajacej otwér, aby jasny krag na ekranie odleglym o D = 15 cm od
przestony byt jak najmniejszy?

—22 = g. Szukany stosunek mas Ksiezyca
r

i Ziemi wynosi wigc
3
M 3R ()0,
Mz g Tr
Jego rzeczywistg wartoscia jest 0,0123, co wobec
niedoktadno$ci oceny pltywoéw oznacza bardzo dobra
zgodnosé.

powierzchni:

385. Jesli wzia¢ pod uwage promienie nadbiegajace z bardzo
odlegtych czesci walca, to optymalng wartoscia f byloby,
oczywiscie, fi = D. Promienie wybiegajace z podstawy walca
najlepiej zas zogniskowaé, dobierajac f zgodnie ze wzorem
é = % + i Gdy ogniskowa ma wartos¢ posrednia miedzy
f1 a fa2, to nietrudno wykazad, ze ze wzrostem f maleje r1
(zewnetrzny promient kregu na ekranie, utworzonego przez
promienie nadbiegajace z duzej odleglosci), a rosnie 72
(promien

kregu promieni nadbiegajacych z podstawy). Z analizy



geometrycznej wynika ponadto, ze promienie wybiegajace

z dowolnego punktu powierzchni bocznej walca nie
oswietlajg zadnej czesci ekranu wykraczajacej poza powyzsze
dwa kregi. Dlatego optymalna wartos¢ f nalezy wybrac tak,
aby r1 i 72 sie pokryty.

Z rysunku 4 znajdujemy natychmiast 1 = R(D — f)/f.
Nieco bardziej skomplikowana jest analiza rysunku 5,

na ktérym zaznaczono promienie wybiegajace z punktu na
brzegu podstawy walca. Obraz tego punktu lezy w odlegtosci

y = ﬁ od soczewki i w odlegtosci r’ = r% = drjf od
osi optycznej.
R
In
7
f
D
Rys. 4

Promien r» kregu na ekranie znajdziemy z proporcji

R—1r" R—ry
y D
Stad
RD Dr
=R— ——(d— —.
T2 fd ( )+ p
Po przyréwnaniu r1 do r2 znajdujemy rozwiazanie
2RDd
f= R =7,5 cm.

2Rd+ RD +rD

Wtedy r1 =r2 = (R+r)D/(2d) = 3 cm. Podany wzér

algebraiczny obowiazuje tylko dla R>r. W przeciwnym
Dd

wypadku, oczywiscie, f = Drd

Rys. 5

A oto najbardziej istotne uwagi w zwigzku z rozwiazaniami przystanymi w ostatnim

roku.

Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 381 zadaniach

Zbigniew Galias Krakéw 42,38

Andrzej Idzik Bolestawiec 5-40,42

Tomasz Rudny Warszawa 31,48

Jacek Piotrowski Rzeszow 1-29,30

Jerzy Witkowski Radlin 23,50

Marian Lupiezowiec Zebrzydowice 22,14

Tomasz Wietecha Tarnéw 5-19,44

Michatl Jézwikowski Btlonie 14,77

Leszek Grzanka Chechto 14,03

Piotr Kumor Olsztyn 13,92

Jacek Konieczny Poznai 12,77

Konrad Kapcia Czestochowa 11,85

Piotr Ladyzynski Michalin 10,21 ? B 1
Kazimiers Gryszko  Gliwice 9,18 otworu jest réwna 3.5).
Radostaw Poleski Kolobrzeg 8,65

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 2-6,93

Ryszard Wozniak Krakéw 6,56

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 20022004 oraz majg
w biezacej rundzie na swoim koncie co
najmniej 6 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz

44 punkty.

Zadanie 362 [Powietrze ucieka przez dziurke w $cianie stacji kosmicznej] (wspétezynnik
trudnosci WT' = 3,20, liczba poprawnych rozwigzan LPR = 2). Obaj autorzy dobrych
rozwigzan — A. Idzik i T. Wietecha — obliczyli ilos¢ wyplywajacego gazu w ten
sposéb, ze rozpatrywali ruch poszczegblnych czasteczek, tak jakby trafiaty one

do otworu niezaleznie od siebie. Dlugo$é¢ drogi swobodnej czasteczek w powietrzu pod
normalnym ci$nieniem wynosi jednak tylko okoto 10™7 m, czyli znacznie mniej od
$rednicy otworu. Dlatego sadze, ze lepiej jest uznaé powietrze za plyn ciaggly, tak jak
w rozwigzaniu wzorcowym. Z drugiej strony, ono tez zawiera pewna niedoktadnosé:
ilo$¢ wypltywajacego gazu zalezy nie tylko od powierzchni otworu, ale i od ksztattu
wdyszy” | a gdy krawedzie otworu sa ostre, zwezanie sie strumienia za otworem
powoduje okolo dwukrotne zmniejszenie przeplywu (tzw. efektywna powierzchnia

Zadanie 372 [Moc silnika, ktérego wirnik jest napedzany silnikami odrzutowymi]

(WT =250, LPR = 1). W rozwigzaniu pominiety zostal pewien istotny element: sita
odsrodkowa ,ttoczy” paliwo do silnikéw, a dostarczana w ten sposéb energia zwicksza
predkosé wylotowa gazu. Wiaze sie to z btedem o powazniejszym charakterze — podane
rozwiazanie (wedlug ktérego maksymalna moc wystapitaby wtedy, gdy wylatujace
gazy beda w spoczynku wzgledem Ziemi) jest sprzeczne z zasada zachowania momentu
pedu! Po uwzglednieniu tej zasady zachowania okazuje sie, ze jesli przyjmiemy ustalong
(jak w tresci zadania) predko$é wylotowa gazu, to maksymalna moc i predkosé katowa,

przy ktérej ta moc jest osiagana, s dwukrotnie mniejsze od wartosci podanych

w Delcie.

Zadanie 374 [Maksymalna wysoko$é osiagnieta przez grudke blota oderwana od

Weterani Klubu 44 F
(w kolejnosci uzyskiwania statusu
Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (5), T. Wietecha (5),
J. Lazuka, M. Wéjcicki

opony| (WT = 1,57, LPR = 10). P. Ladyzynski znalazl rozwiazanie tego zadania
w podreczniku Butikowa, Bykowa i Kondratiewa Fizyka. Odnotujmy przy okazji
wyjatkowo duza liczbe rozwiazan nadestanych w tej serii. Dla drugiego zadania 375
[Cieplo wlasciwe gazu zamknietego tlokiem, na ktéry dziala sprezyna] wartosci WT'
i LPR wyniosty odpowiednio 1,82 i 9.

(jesli uczestnik zdobyt 44 punkty wiecej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F (alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski, A. Nowogrodzki, P. Perkowski;
»jednokrotni”: A. Borowski, P. Gadziniski, A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz, L. Motyka,

R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach.
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Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 2005

Lista uczestnikéw ligi zadaniowe]j

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
483 (WT=2,04) i 484 (WT=1,84)

z numeru 6/2004

Jézej Siwy - 1-
Witold Bednarek - 2
Zbigniew Sewartowski =~ —
Andrzej Jézwik -
Barttomiej Dyda - 3~
Marian Lupiezowiec -
Michal Jézwikowski -
Jerzy Witkowski - 3
Andrzej Daniluk - 1-
Tomasz Rawlik ~ 5
Nikodem Szpak -
Marcin Kasperski - 2
Adam Dzedzej -
Tomasz Warszawski -
Tomasz Wietecha - 6
Marek Prauza - 3
Mieczystaw Jedrzejowski —
Leszek Grzanka -
Pawel Walter -
Jan Czardybon -
Piotr Kumor — 8
Maciej Mostowski 1

43,54
43,23
41,52
40,64
40,39
39,64
38,07
35,83
34,80
33,74
33,42
33,10
31,71
30,61
29,76
29,42
27,23
26,92
26,78
24,61
22,89
20,04

Legenda (przykladowo): stan konta
8-22,89 oznacza, ze uczestnik juz

o$miokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (dziewiatej) rundzie ma

22,89 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestnikéw ligi, ktérzy spetniaj

nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;

3

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 2002, 2003

lub 2004.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych

uczestnikow, ktorzy rozstali si¢ z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigtéwek,

jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M

(w kolejnosci uzyskiwania status
Weterana):

“EwHrTEgss

Cisto

u

. Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Gatecki (5),
. Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

. Rawlik (5), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,

. Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (8),
. Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (7),
. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (6),
. Jézefczyk, J. Witkowski, W. Bednorz,
Dyda, M. Peczarski, M. Adamaszek, P. Kubit,

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Zadania z matematyki nr 495, 496
Redaguje Marcin E. KUCZMA

495. Wyznaczy¢ zbiér tych liczb wymiernych dodatnich, ktére mozna
34 p3

a
3+ d3
496. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Prosta Al
przecina okrag opisany na tréjkacie BIC w punktach I i D; prosta BI przecina
okrag opisany na tréjkacie CIA w punktach I i E; prosta CI przecina okrag
opisany na trojkacie AI B w punktach I i F. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg
|AI| |BI| |CI|

|AD| |BE| |CF|’

Zadanie 496 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

przedstawi¢ w postaci utamka dla pewnych liczb naturalnych a, b, ¢, d.

wartosé iloczynu

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2004
Przypominamy tres¢ zadan:

487. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb nieujemnych,
o warto$ciach w tym samym zbiorze, majace ciagla pochodna f’ i spelniajace nieréwnosé

(@) 2 (f(=)? dlaz>0.

488. Wykazad, ze istnieje nieskonczenie wiele uktadéw 23 kolejnych liczb naturalnych, ktérych suma
kwadratéw jest kwadratem liczby naturalnej.

487. Oczywiscie f(x) = 0 jest jedna z szukanych funkcji. Wykazemy, ze nie ma innych.
Przypu$émy, ze f jest inna taka funkcja i ze f(a) = ¢ > 0 dla pewnego a > 0.

Funkcja f ma nieujemna pochodna, wiec jest niemalejaca. Zatem dla = > a mamy
fl(x)> (f(grj))2 > (f(a))2 = 2, skad wynika, ze funkcja f rognie nieograniczenie,
przyjmujac wszystkie wartosci z przedziatu (c;00). W szczegélnosci kazda liczba
naturalna n > N = [c]| jest wartoscia n = f(a») dla pewnego a, € {a;0); ciag (an)
jest rosnacy, bo funkcja f jest rosnaca.

Dla x € {an;an+1) zachodzi nieréwnosé f'(z) > (f(x))2 > (f(an))2 =n?. Wobec tego
fans1) — flan) =n*(ans1 —an) dla n>N.

R . L . -2
Lewa strona tej nieréwnosci ma wartos¢ 1. Tak wiec ant1 —an <n” =~ dlan> N.
Ze zbieznodci szeregu X:n*2 wynika teraz, ze ciag (a.) jest ograniczony.

Daje to zadang sprzecznosé; jesli bowiem wszystkie liczby a,, leza w pewnym przedziale
(a; b)Y, to znaczy, ze funkcja f przyjmuje na tym przedziale wszystkie wartosci
naturalne n > N, wbrew temu, ze — jako funkcja ciagta — musi by¢ na tym przedziale
ograniczona. Zatem jedyng funkcjg spelniajaca postawiony warunek jest funkcja réwna
tozsamosciowo zeru.

488. Mamy dowie$é, ze rOwnanie

(—11)° 4. + (-1 422+ (x+1)+.. .+ (z+11)* =4?
ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y (z > 11).
Przeksztatlcamy to réwnanie do postaci 23 2% +2(1% + ... + 11%) = 42, czyli
2322 423 - 44 = y2. Jedli para (z,vy) jest rozwigzaniem, to y = 23t dla pewnej liczby
naturalnej ¢ oraz z2 — 23t?> = —44. Prébujac podstawieri t = 1,2, 3, 4, znajdujemy
pierwsze rozwiazanie: g = 18, tg = 4.

Okreslamy nieskonczony ciag par (xn,tn) wzorami rekurencyjnymi
Tnt1 =24 xn + 1154,  tn41 =Dz, + 241,

(ciagl (xn) 1 (tn) sa rosnace, wiec wszystkie te pary sa rézne). Tak okreslone
liczby spelniaja réwnosé xiﬂ —23 tflﬂ = 22 — 23t2. Zatem wszystkie te pary sa
rozwigzaniami réwnania z? — 23t? = —44.

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M (alfabetycznie):

wdwukrotni”: z. Bartold, W. Bednarek, A. Czornik, P. Jedrzejewicz, M. Kasperski, H. Kasprzak, T. Komorowski,
Z. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: T. Bieganiski, W. Boratyfiski, M. Czerniakowska, A. Daniluk, P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy, M. Kieza, J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer, R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak, J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlgga, R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki, J. Milczarek, R. Mitraszewski, M. Mostowski, P. Najman,
W. Olszewski, R. Pikutla, B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy, Z. Skalik,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymeczyk, W. Szymezyk, K. Trautman, P. Wach, K. Witek, A. Woryna, A. Wyrwa,
M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.
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Sa chwile, nie czeste wprawdzie, ale sa, kiedy redaktor
matematycznej ligi zadaniowej zazdrosci swojemu koledze
od fizyki. O co poszlo tym razem, zaraz si¢ wyjasni.
Otrzymujemy od Czytelnikéw listy; korzystamy z okazji, aby
za wszystkie pieknie podzigkowaé. I za te z ré6znymi cieptymi
zyczeniami, 1 za wyrazy sympatii, i za stowa krytyki, czy
wrecz oburzenia. A wlasnie dostalo si¢ nam, i to niezle.

Co gorzej, stusznie.

Akurat rok temu byto w lidze zadanie dotyczace pewnego
ciggu zbioréw; cztery miesiace pdzniej pojawito sie
rozwiazanie firmowe, zaczynajace si¢ od stéw: Prowadzimy
dowdd, przyjmugjgc jako milczgce zatozenie, Ze badane

zbiory sq rézne. No, co$ takiego nie mogto nie wywotaé
zajadlych protestéw. Milczace zalozenie — a co to takiego?!”
Kazde twierdzenie stanie sie banalne do udowodnienia,

gdy zaczniemy ,milczaco” dokltadaé rézne pozyteczne
zalozenia. Protestujacy Czytelnicy $wigta maja racje, nie

da si¢ ukry¢...

Ktopot w tym, ze bez owego ,milczacego zalozenia” teza
zadania po prostu nie jest prawdziwa. Czyli, nazywajac rzecz
po imieniu, daliémy do udowodnienia falszywe twierdzenie.
Zwykla niestaranno$é przy redagowaniu tekstu zadania,
zgubiony istotny warunek, a potem, przy pisaniu rozwigzania
firmowego, préba udawania, ze niby nic sie nie stalo. Teraz
mozemy tylko pigknie przeprosié. Szerzej o problemie nizej,
w oméwieniu szczegélowym, zadanie 476.

I wracamy do refleksji, od ktorej zaczelismy, o lidze
matematycznej i o fizycznej. Ot6z do specyfiki zadan

z tizyki nalezy to, ze rozwigzujacy sam powienien

ustali¢ ,rozsadne” warunki, niewspomniane w tresci
zadania, a dyktowane wyczuciem sensownosci kontekstu;
zdecydowad, kiedy trzeba uwzgledni¢ opér osrodka, efekty
relatywistyczne, promieniowanie tta, a kiedy tego robié

nie nalezy; doprecyzowaé warunki, w jakich odbywa sie
doswiadczenie; itp. Takiej swobody nie ma w zadaniu

z matematyki — a w przypadku omawianego wtaénie zadania
az sie o nia prosi: dopisaé¢ zalozenie, przy ktérym zadanie
dopiero nabiera sensu.

Na rézne ciekawe rzeczy potrafia si¢ nasi Czytelnicy

w swoich listach uskarzaé. Autor jednego z listéw oburzyt
sie, ze ktéres$ z zadan bylo zbyt tatwe i opatrzyl to takim
komentarzem: Myslatem, Ze liga zadaniowa jest dla
powaznych matematykéw, a nie dla przedszkolakdow.

Juz mniejsza o to, ze regulamin ligi
(http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html)

w punkcie 3 méwi wyraznie: Uczestnikiem ligi moze byé
kazdy — nie zabrania wiec udziatlu przedszkolakom. Wszelako
z ta powaga. .. Redaktor ligi zadaniowej ,,powaznym
matematykiem” raczej by si¢ nie nazwal. Jakze wigc
wymagaé od uczestnikéw, by owo okreslenie do nich musialo
pasowac?

Krzepiaca jest jednak $wiadomosé, ze przynajmniej jeden
uczestnik ligi za powaznego matematyka sie uwaza.
Przystapmy teraz do oméwienia wybranych zadan

z minionego roku.

Zadanie 470 [W: n-kat wypukly w kwadracie o boku 1

= pewne trzy kolejne wierzchotki W rozpinaja tréjkat

o polu <8/n?] (wspétezynnik trudnoéci WT = 2,89; liczba
poprawnych rozwiazaii LPR = 4). Pelne rozwiazania podali
J. Cislto, M. Kieza, T. Warszawski, T. Wietecha

(oraz P. Kumor, ktéry zadanie zaproponowal). Wszyscy
zaczeli od udowodnienia lematu, ze obwéd wielokata W jest
niewiekszy niz obwdd zawierajacego go kwadratu; dowody
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podane przez dwbéch autoréw wymienionych w pierwszej
kolejnosci dzialajg takze w sytuacji ogélniejszej, gdy kwadrat
zastapimy dowolnym innym wielokatem wypuklym, co

M. Kieza wyraznie zaznaczyl; a dowdd, ktory pokazatl

J. Cislo sprowadza sie do starogreckiego ,patrz!” — rysunek
wiernie reprodukujemy (rys. 1). Z lematu od razu wynika,

ze pewne dwa kolejne boki maja taczna dtugosé <8/n

i rozpinaja zadany trdjkat.

Rys. 1

Ponadto jeszcze dwaj inni uczestnicy przyjeli ten lemat bez
dowodu i jakiegokolwiek komentarza; te rozwiazania zostaty
uznane za niepetne.

Zadanie 472 [Czy istnieje szereg zbiezny » | a, taki, ze
szereg Y a? jest rozbiezny?] (WT = 1,37; LPR = 15).
Niestety, zadanie okazalo si¢ znane — kilku uczestnikdéw
podato stosowne odsytacze, z ktérych najciekawszym jest
wskazanie (przez J. Klisowskiego) ksiazki W. Kaczor,

M. Nowak, Zadania z analizy matematycznej, a w niej
takiego szeregu zbieznego Y an, ze dla kazdej liczby
naturalnej k > 2 szereg » ak jest rozbiezny; oto 6w
przyktad:

1 1 1 1 1 1
2ln2+21n2_1n2+"'+nlnn+"‘+nlnn_lnn+“' :
(-

n

Zadanie 473 [Trapez ABCD (AB||/CD) wpisany w okrag 2;
okrag w — styczny wewnetrznie do 2 w punkcie T' oraz

do BC, C'A; okrag wpisany w AABC styczny do AB

w punkcie K = D, K, T wspélliniowe] (WT = 3,70;

LPR = 2). Zadanie okazalo si¢ trudne — najwyzszy WT od
kilkunastu lat! Eleganckie rozwigzanie przedstawil Tomasz
Warszawski:

Oznaczenia: a = | BAC|, 8 = |<ABC|, v = [ BCT|,
0 =|AACT|, ¢ = |4 ATK|, ¥ = |2« BT K|. Nalezy
udowodnié, ze ¢ = a (= |[<ABD| = |< ATD]).

Przez punkt R przeciecia odcinka C'T' z okregiem w
prowadzimy prostg styczna do w, przecinajaca CA i CB
w punktach M i N; niech S bedzie punktem stycznosci
okregu wpisanego w ANMC z bokiem N M; mamy
INS| = |MR)| oraz |MS| = |NR|, bo w jest okregiem
dopisanym do ANMC (rys. 2). Przez punkt P stycznosci w
z BC prowadzimy z punktu 7" prostg przecinajaca 2

w punkcie, ktory — jak tatwo wykazaé — polowi tuk BC.
Zatem

a=|4BTC|=2-|4PTR|=|<MNC|,
wiec AABC ~ ANMC'. Stad wynikaja proporcje

|[CM| |CB| sina |AK| |NS| |MR]| .
[CN|  |CA|]  sinp |BK| |MS| |NR|’

a stosujac wzér sinuséw do trojkatéw CNR, CM R oraz
AKT, BKT dostajemy proporcje

siny |CM| |NR] sinp |AK| sinvy
siné  |CN| |MR] sing  |BK|
Zestawiajac uzyskane réwnosci otrzymujemy
sin ¢/ sin 1 = sin a/ sin 3; poniewaz zas$
@+ 1 =180° — |[<ACB| = a + 3, wiec ¢ = a.

sind



Rys. 2
Autorem drugiego rozwigzania, bardziej zawilego, ale tez
bezbtednego, jest Michat Kieza.

Zadanie 477 [xl,...,mn20 = Z:zl 1+1217k+12 < \/ﬁ]
T+t

(WT = 3,21; LPR = 5). Tylko J. Cisto znalazt dow6d
indukcyjny, jak w rozwiazaniu firmowym. Inne rozumowanie
przeprowadzili M. Kieza, P. Kumor, J. Olszewski

oraz T. Warszawski, ktéry dzieki wlasciwie dobranemu
oznaczeniu ay = 14z 4+ ... + 27 (a0 = 1) byt w stanie
przedstawi¢ to rozumowanie krétko i klarownie:

n Tp n A —Ak—1 n 1 1
k=1 a, Zk:l \ a? < Zk:l \ ek—1 ak <
n 1 1 _ 1 .
S\/nzk_l(m—a)—\/n(l—g)<\/ﬁ7

pierwsza z nieréwnosci (<) wynika z tego, ze
ar—1 < ak, druga zas jest zastosowaniem nieréwnosci
Cauchy’ego—Schwarza.

Zadanie 483 [O-R (orzel-reszka); stop, gdy po nieparzystej
serii O wystapi R; X: = liczba rzutéw; E(X) =7]

(WT = 2,04; LPR = 11). Prawie wszystkie poprawne
rozwigzania jak firmowe: sprowadzenie do ciggu
Fibonacciego i sumowanie generowanego szeregu.

Ale w kilku pracach znalazlo si¢ co$ takiego: niech

E oznacza szukany sredni czas. Startujemy; jesli
wypadnie R, wracamy do sytuacji poczatkowej
(prawdopodobienistwo P = %), jesli wypadnie OR,

to koniec (P = %); jesli wypadnie OO, wracamy

do sytuacji poczatkowej (P = i); dostajemy réwnanie
E=3(E+1)+3-2+ ;(E+2)iwynk E=6.

Pieknie, pod warunkiem, ze E < oco; a tego, a priori, nie
wiemy. To istotna luka i dlatego nie mozna tych rozwigzan
uzna¢ za poprawne; jedynie P. Najman, ktéry takze
(choé nie tak prosto) wyprowadzit réwnanie dla E, podat
niezbedne uzasadnienie — sumowanie pewnego szeregu, skad
juz w gruncie rzeczy niedaleko do rozwiazania firmowego.
Zadanie 476 [(A;) — ciag nieskoniczony zbioréw
4-elementowych; Vi,j: AiNA; #0 =

Ja,b,cVi: A;N{a,b,c} #0] (WT =2,88; LPR = 67 47)
To wtadnie to zadanie z nieprawdziwa teza; zachowali$émy
jego omoOwienie na koniec.
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Kontrprzyktad: Ai,..., Ass — wszystkie 4-elementowe
podzbiory ustalonego zbioru 7-elementowego; a dla i > 35
przyjmujemy A; = Ass.

Przy dodatkowym zalozeniu, ze zbiory A; sa rézne, juz jest
dobrze — vide rozwiazanie firmowe (wystarczy nawet tylko
zazadaé, zeby suma | J A; byla zbiorem nieskoficzonym).
OtrzymaliSmy dwie pigkne prace, ktorych autorzy J. Cisto
i P. Kumor zauwazyli brak tego istotnego warunku,
podali stosowny kontrprzyktad, a takze dowdd tezy po
wprowadzeniu brakujacego zalozenia. Sam kontrprzyktad

i stwierdzenie btednosci tezy podali A. Dzedzej i P. Kubit;
te prace, formalnie poprawne, otrzymaly takze ocene
maksymalng; stad nizsza warto§¢ WT', niz w zamierzeniu
redaktora ligi.

Natomiast R. Dyja i J. Witkowski przyjeli ,milczaco”

(bez komentarza) owo brakujace zalozenie (zreszta

sugerowane przez uzycie w tresci zadania stowa nieskonczony

— tyle, ze ciag, nie zbiér) i udowodnili teze; metoda jak

w rozwigzaniu firmowym. Réwniez i te rozwigzania

zostaly uznane za poprawne (,powazny matematyk”

zapewne sie obruszy, jak mozna bylto uznaé¢ dowody

dwdéch wykluczajacych sie zdan za dobre rozwigzania;

i, jak w znanym zydowskim dowcipie, ,on tez bedzie mial

racje”...).

Odmienny dowéd (przy warunku, ze S = | J A; jest zbiorem

nieskoniczonym) przedstawil Jerzy Cislo: dla ustalonego n

®,:={BCS: BNA; #0 dla i<n},

kn:=min{ |B|: B€ ®,}, Qu,:={B€ ®,: |B| =kn}

(kazda rodzina Q,, jest skoniczona,

bo B €Q, = B C A1 U...UA,). Nietrudno pokazaé

(korzystajac z nieskoriczonosci zbioru S), ze kn—1 < kn <3,

wiec ANVn > N: k, = kn. Dla n > N rodzina 2,, zawiera

sie w Qn—1, wiegc AM > NVn> M: Q,, = Qu; stad tatwy

wniosek, ze dowolny zbiér By € Qs przecina wszystkie A,

(jesli |Bo| = kn < 3, uzupelniamy By w dowolny sposéb

do trojki).

Autor zauwazy! ponadto, ze to samo rozumowanie

dzialta, gdy zamiast zbioréw 4-elementowych rozwaza

sie zbiory ¢-elementowe o nieskoniczonej sumie; w tezie

uzyskuje sie wéwczas, zamiast tréjki {a, b, c}, pewien zbior

(£—1)-elementowy.

Taki sam dowdd podat réwniaz Piotr Kumor; nie
poprzestal na tym i dotaczyl jeszcze jeden dowdd,

ktéry pokazuje stusznosé tezy dla ciagéw (A;) zbioréw
4-elementowych parami réznych, nieroztacznych — nie

tylko dla ciagbédw nieskonczonych, ale i dla skoniczonych,
dostatecznie dtugich. Idea: zbiory A; to wierzchotki grafu
pelnego o krawedziach pomalowanych trzema kolorami (kolor
krawedzi ij zalezy od tego, czy A; N A; jest zbiorem jedno-,
dwu-, czy tréjelementowym) i mozna zastosowaé metody
teorii Ramseya; okazuje sie, ze ,jest dobrze”, gdy dtugoséé
ciagu przekracza liczbe Ramseya R(14, 20, 14). To ogromna
liczba; ale autor pracy znacznie poprawit oszacowanie:
ujrzawszy rozwiazanie firmowe, dostal list z uwagg, ze

po niewielkiej modyfikacji daje ono tez¢ dla ciagdéw (A;)
dtugosci skonczonej > 258. Cata ta praca to kawal $wietnej
roboty, panie Piotrze!

(A jaka jest minimalna dlugosé, gwarantujaca stusznosé
tezy? Pytanie otwarte. . .)

Zadanie okazalo si¢ interesujace — wiele sposobéw
dowodu, ciekawe uogdlnienia — szkoda, ze przeoczenie
w sformutowaniu treéci obnizyto jego range w konkursie.



