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Jednym z gléwnych narzedzi stuzacych
do matematycznego opisu otaczajacego nas Swiata
sa réwnania rozniczkowe zwyczajne i czastkowe.
W prostszych z nich, réwnaniach zwyczajnych,
wystepuje pochodna szukanej funkcji x zmiennej
rzeczywistej ¢ (majacej najczesciej interpretacje czasu).
Poniewaz pochodna /() opisuje wzrost badZ malenie
funkcji x w chwili £, mozemy uwazac, ze takie réwnania
opisuja zmiennosé¢ badz ewolucje wielkosci x w czasie.
Czesto zamiast jednego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego badamy caty uktad takich powiazanych
ze soba réwnan. Przykladem moze tu by¢ dobrze znany
z fizyki uklad réwnan ruchu Newtona opisujacy site F
dzialajaca na ciato:

F=ma=m2'(l),
zapisany dla sktadowych wektora polozenia x(t).
We wzorze powyzej m jest masa ciala, a(t)
przyspieszeniem, za$ x(t) polozeniem ciata w chwili ¢.
Symbol &’ (t) oznacza druga pochodna polozenia
wzgledem czasu, czyli wektor przyspieszenia.

Poniewaz nie kazde rownanie rézniczkowe zwyczajne

(a tym bardziej uklad takich réwnan badz réwnanie
rézniczkowe czastkowe) potrafimy jawnie rozwiazaé
(podaé wzér analityczny na rozwiazanie x), matematycy
zajmujacy sie badaniem tych réwnan stawiaja
zazwyczaj trzy podstawowe pytania, na ktoére staraja
sie odpowiedzie¢:

1. Czy badane réwnanie ma rozwiazanie o okreslonych
wlasnosciach (np. ograniczone, rézniczkowalne)? —
1stnienie rozwigzania.

2. Czy takie istniejace rozwiazanie (spelniajace ew.
pewne dodatkowe warunki) jest tylko jedno czy tez
moze ich by¢ wiecej? — jednoznacznosé rozwigzania.

3. Jakie dodatkowe wlasnosci ma rozwiazanie
(np. czy bedzie okreslone dla wszystkich czaséw
t > 0, czy moze w pewnej chwili t > 0 przestaje
istnie¢)? Jesli rozwiazanie istnieje dla wszystkich
czasow t > 0, to czy potrafimy opisa¢ sposéb jego
zachowania po bardzo dlugim czasie? — zachowanie
asymptotyczne.

Pomys$lmy tu o trzech przykladach réwnan rézniczkowych zwyczajnych, przy
czym kazde z tych réwnan rozpatrujemy z dodatkowym warunkiem (warunkiem
Cauchy’ego) zadajacym wartos$é rozwiazania w chwili t = 0 :

a'(t) = *(t),
a) {z(O)a>0,

"(t) = sint, 2(t) = —2z(b),
b) {5(0) =b, c) {Z(O) =c.

Latwo przekonamy sie, ze rozwiazania tych réwnan dane sa wzorami:

a) x(t) =

(1/a) =t

b) y(t) = —cost+b+1, ¢)z(t)=ce "

Mozemy zauwazy¢, ze rozwiazanie x jest dobrze okres$lone dla czasow

t > 0 bliskich zera, lecz w chwili ¢ = 1/a przestaje istnie¢. Rozwiazania

y 1 z istnieja natomiast dla wszystkich ¢t > 0. Mozna wiec méwié o ich
zachowaniu asymptotycznym, gdy czas t dazy do nieskonczonosci. Rozwiazanie
y oscyluje okresowo, natomiast rozwigzanie z dazy do 0, gdy czas t dazy

do nieskonczonosci. Rozwiazanie z ilustruje sposéb zachowania, ktory
nawiazujac do nazwiska prekursora badania asymptotyki rozwiazan, okreslamy
mianem asymptotycznej stabilnosci w sensie Lapunowa (matematyk rosyjski
A.M. Lapunow badal to pojecie juz w 1892 roku). Usciélajac nasza intuicje,
powiemy, ze rozwiazanie zerowe y(t) = 0 réwnania rézniczkowego zwyczajnego
y'(t) = f(t,y(t)), jest asymptotycznie stabilne, jezeli:

1. Dla dowolnego € > 0 istnieje d > 0 taka, ze rozwigzania odpowiadajace
warunkom poczatkowym spelniajagcym nieréwnosé |y(0)| < ¢ istnieja dla
wszystkich czaséw ¢ > 0 i spelniaja oszacowanie |y(t)] < e.

2. Rozwiazania daza do zera, gdy czas t dazy do nieskonczonosci.

Definicje te ilustruje nastepujacy rysunek.
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Kolorowa linia zamknigta jest wladnie
zbiorem przyciagajacym rozwigzania.
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Rozwigzanie zadania M 1085.
Gdyby iloczyn

(a1 — bl)(a2 — b2) . ((L7 — b7>
byt liczbg nieparzysta, to kazdy czynnik
tego iloczynu bytby takze liczba
nieparzysta. Wtedy suma tych czynnikéw
bytaby réwniez liczbg nieparzysta.
To jednak jest niemozliwe, gdyz

(a17b1)+(a27b2)+4.4
.4.+((L77b7>:04

Jesli badane réwnanie nie ma rozwiazania zerowego, ale pewne jego
rozwiazanie x istnieje dla wszystkich czaséw ¢ > 0, mozna badaé¢ stabilnos¢
asymptotyczna rozwiazania z, sprowadzajac te bardziej ztozona sytuacje

do opisanego powyzej przypadku asymptotycznej stabilnosci rozwiazania
zerowego, rozpatrujac réznice y — x, gdzie y jest innym rozwiazaniem badanego
rownania.

Idea stabilnosci asymptotycznej jest wazna z praktycznego punktu widzenia.
Otoz, jezeli réwnanie rézniczkowe opisuje pewien proces fizyczny i rozwiazanie x
tego rownania jest asymptotycznie stabilne, to mozemy uwazaé, ze po
dostatecznie dlugim czasie zaobserwujemy praktycznie tylko wartosci rozwiazan
bardzo bliskie warto$ciom z(t), niezaleznie od tego, z jakiego warunku
poczatkowego zaczerpnigtego ze zbioru ograniczonego ten proces startowat.

Szybki rozwdj teoria stabilnosci rozwiazan réwnan rézniczkowych przezywata
w drugiej potowie XX wieku. Trzeba tu wspomnie¢ nazwiska takich
matematykow jak N.N. Krasowski, J.P. LaSalle, S. Lefschetz czy S. Yoshizawa.
Pewnym niedostatkiem tej teorii jest jednak fakt, ze zbiory, do ktérych
»brzyblizaja si¢” rozwiazania réwnan rézniczkowych po dlugim czasie, sa
czesto bardziej zlozone niz pojedynczy punkt (zerowe rozwiazanie réwnania).
Popatrzmy na rysunek obok przedstawiajacy ksztalt zbioru przyciggajocego dla
prostego ukladu dwu rownan rézniczkowych na plaszczyznie.

Zilustrowany powyzej przyklad jest nadal znacznie prostszy od tych, ktére
sa typowe w teorii rownan rézniczkowych czastkowych. W kazdej chwili ¢
rozwiazanie takiego réwnania u(t, ) jest funkcjq zmiennej wektorowej .
Zbiory, ktore przyciggajg rozwiazania réwnan czastkowych, leza w przestrzeni
funkcji i maja czesto bardzo ztozona strukture. W ostatnich dwudziestu
latach prowadzono intensywne badania ukiadow dyssypatywnych, tzn.

takich uktadow fizycznych, w ktorych z uplywem czasu nastepuje zanikanie
bad?Z rozpraszanie energii (np. na skutek tarcia). Przykladem moze tu by¢,
opisujace przeplyw cieczy niescisliwej, rownanie Naviera—Stokesa czy tzw.
uktady reakcyjno-dyfuzyjne modelujace procesy biologiczne. Dla réwnan
rézniczkowych opisujacych uktady dyssypatywne wprowadzono pojecie
globalnego atraktora. Jest to podzbiér przestrzeni, w ktorej zmieniaja sie
rozwiazania (przestrzeni fazowej), ktorego obraz, jako calodci, nie zmienia sie
w czasie (zbidr niezmienniczy), zbidr ten jest zwarty oraz przyciaga orbity
wszystkich ograniczonych podzbioréw przestrzeni fazowe;j.

Badajac réwnanie rézniczkowe opisujace uklad dyssypatywny, mozemy uwazac,
ze jezeli rozpatrzymy warunki poczatkowe nalezace do dowolnego ograniczonego
zbioru B przestrzeni fazowej, to po skonczonym czasie odpowiadajace im
rozwiazania znajda sie w dowolnie malym otoczeniu atraktora. Globalny
atraktor, a raczej jego dowolnie male otoczenie, jest wiec tym zbiorem,

do ktérego kazde rozwiazanie wpada po dostatecznie dtugim czasie i pozostaje
w jego obrebie juz na zawsze. Czesto globalne atraktory sa zbiorami majacymi
skoniczony wymiar topologiczny (tzn. mozna je utozsamiaé lokalnie z otwartym
podzbiorem R™). Jednak ksztalt atraktoréw wiazacych sie z fizycznymi
ukltadami dyssypatywnymi jest czesto bardzo ztozony, a same atraktory sa
fraktalami. Ewolucja w czasie obrazu ograniczonego podzbioru B przestrzeni
fazowej moze wyglada¢ nastepujaco.

Po dostatecznie dlugim czasie rozwigzania rozpoczynajace sie¢ w zbiorze B wchodza do otoczenia
globalnego atraktora A.

Do najbardziej znanych wspoltczesnych matematykéw badajacych teorie
globalnych atraktoréw naleza: Jack K. Hale (USA), Roger Temam (Francja),
A.V. Babin i M.I. Vishik (Rosja). Do dnia dzisiejszego powstaja w ramach tej
teorii nowe ciekawe rezultaty.
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