Rozwigzanie zadania F 635.
Catkowita moc emitowanego

przez gorace cialo promieniowania
elektromagnetycznego wynosi, z prawa
Stefana-Boltzmanna, P = oT? - 4772,
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Geometria ukladu (rysunek) powoduje,
ze praktycznie calo$é promieniowania
emitowana jest w kierunku réwnoleglym
do osi zwierciadta. Dla $wiatta spelniona
jest relacja miedzy energiag a pedem

w postaci £ = pc. Promieniowanie
wyemitowane w czasie 0t niesie wiec

ze soba ped
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Oznacza to, ze sila ciaggu, czyli ped
unoszony przez promieniowanie
w jednostce czasu, wynosi
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Rozwigzanie zadania M 1084.
Oznaczmy przez X punkt przeciecia
prostej przechodzacej przez punkt C

i réwnolegtej do prostej AB z prosta AP.

A

Z réwnosci
A DBA =90° — 4 BAP = 4 X AC
oraz
AB = AC

wynika, ze tréjkaty prostokatne
DBA i XAC sa przystajace. Zatem
CE = AD = CX, skad wynika, ze
trojkaty CPE i CPX sa przystajace.
Stad otrzymujemy

IPEC =<4 PXC =<<BDA.

Symetria i prawdopodobienstwo
Krzysztof OLESZKIEWICZ

Pojecie symetrii przydaje sie¢ w rachunku prawdopodobienstwa. Zacznijmy od
najprostszego przykladu — tasujemy talie 52 kart do gry, a nastepnie odkrywamy
kolejno karty z wierzchu talii i kazda z nich po obejrzeniu odktadamy na spod
talii. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze nastepna karta po odkryciu asa
pik bedzie krolem kier? Proste rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze takie

samo jest prawdopodobienstwo tego, iz owa karta bedzie np. dama karo lub
dowolng inna z 51 kart w talii réznych od asa pik. Mamy wiec 51 jednakowych
prawdopodobienstw, ktére w sumie daja 1, a zatem kazde z nich jest réwne
1/51, w szczegdlnosci szukane prawdopodobiefistwo tego, iz nastepna karta
bedzie krélem kier.

Inny prosty przyktad dotyczy gry w orla i reszke. Zatézmy, ze rzucamy 15 razy
symetryczng monetg.

Matematycy przewrotnie nazywaja monete symetryczna, jesli zaréwno orzel, jak i reszka wypadaja
na niej z prawdopodobienistwem 1/2, a nie wtedy, gdy ma ona o$ symetrii, a wigc np. orta po obu
stronach. . .

Za kazdym razem, gdy wypadnie orzel, zyskujemy 1 zl, a gdy wypadnie

reszka, tracimy 1 zt. Obliczmy prawdopodobienstwo tego, iz gra bedzie dla nas
korzystna, tzn. wsrod 15 wykonanych rzutéow bedzie wiecej ortéw niz reszek.
Zakladamy, ze zaczynamy majac 15 zt, wiec nie grozi nam bankructwo w trakcie
gry. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie mozliwe wyniki gry (tzn. pietnastoelementowe
ciagi ortéw i reszek) mozna polaczyé w pary, w ktérych jeden ciag otrzymamy
przez zastapienie ortow w drugim ciagu reszkami, a reszek — ortami. Na przyktad
ciggi ORRORROORORORRR i ROOROORROROROOO beda tworzy¢ taka
pare. W ten sposéb przyporzadkowalismy kazdemu zdarzeniu elementarnemu
oznaczajacemu zwyciestwo zdarzenie elementarne oznaczajace przegrana, a przy
tym przyporzadkowanie to jest wzajemnie jednoznaczne (,,jeden do jednego”)

i polaczone w pary zdarzenia elementarne maja jednakowe prawdopodobienstwa,
réwne 1/215. Zatem suma prawdopodobiefistw zdarzen elementarnych
oznaczajacych zwyciestwo jest réwna sumie prawdopodobienstw zdarzen
elementarnych oznaczajacych przegrana, czyli prawdopodobienstwo zwyciestwa
jest rowne prawdopodobienstwu przegranej, a ze w sumie prawdopodobienstwa
te musza dawaé 1 (15 jest liczba nieparzysta, totez remis nie jest mozliwy),

wiec kazde z nich jest réwne 1/2, w szczegdlnosci szukane prawdopodobienstwo
zwyciestwa.

Powyzszy przyklad moze wydawaé sie zbyt prosty. Rozwazmy wiec
zmodyfikowana wersje tego problemu — gramy na tych samych zasadach,

ale tym razem zaczynamy gre, majac tylko 12 zl i jesli podczas gry nasz kapital
stopnieje do zera, bankrutujemy. Z jakim prawdopodobienstwem unikniemy
bankructwa w ciagu 15 rzutéw moneta? Umdwmy sie, ze w przypadku
bankructwa i tak wykonamy brakujace rzuty. By¢ moze krupier prowadzacy

gre jest wspaniatomyslny i zgodzi sie uwzglednié¢ owe rzuty, niejako przejéciowo
nas kredytujac, jesli dzigki temu na konicu gry mieliby$my znéw dodatni kapital.
Mamy wiec trzy wzajemnie sie wykluczajace zdarzenia losowe:

A — nie zbankrutowalismy,
B — zbankrutowaliSmy, ale wspanialomyslno$¢ krupiera moze nam pomoc,

C — zbankrutowalismy i nawet przejsciowe kredytowanie nie pomoze.

Oczywiscie P(A) 4+ P(B) + P(C) = 1. Wykazemy teraz, ze P(B) = P(C). W tym
celu polaczymy mozliwe wyniki gry (tzn. pietnastoelementowe ciagi ortéw

i reszek) odpowiadajace zdarzeniom B i C' w pary. Zrobimy to w nastepujacy
sposob — jesli jakis ciag wynikow oznacza bankructwo w pewnym momencie gry,
to wszystkie reszki wystepujace po tym momencie zamieniamy na orly, a orty —
na reszki. Tak utworzony ciag laczymy w pare z ciaggiem wyjsciowym.
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Rozwigzanie zadania F 636.
Niech R, = 6400 km oznacza promien
Ziemi, d = 1,5 - 10® km — odleglo¢
Ziemia—Stonce. Do Ziemi dociera z catego
wypromieniowywanego przez Stornce
promieniowania czeé¢ okreslona przez
stosunek
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Po wstawieniu danych liczbowych
dostajemy F = 6,1 -10% N, co jest bardzo
malg wielkoscig w poréwnaniu z sitg
przyciggania grawitacyjnego Ziemi przez

Stonce.

Wspaniatomys$lny Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzié, ze przyporzadkowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne, czyli ze kazde zdarzenie elementarne z B polgczone jest w par¢ z doktadnie jednym
zdarzeniem elementarnym z C i vice versa.

Na przyktad ciag RRRRRRRRRRRR-OOR polaczymy w pare z ciagiem
RRRRRRRRRRRR-RRO. W ten sposéb ustalamy wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy zdarzeniami elementarnymi sktadajacymi sie na B

i zdarzeniami elementarnymi skladajacymi sie na C. Istotnie, owa zamiana
spowoduje zmiane znaku w konicowym rezultacie gry (przy zalozZeniu, ze krupier
okaze si¢ wspanialomyslny), a poniewaz zaczynamy gre majac 12 zl, kohcowy
rezultat z pewnodcia bedzie liczba nieparzysta (bo 15 jest liczba nieparzysta,

a parzysto$¢ naszego kapitalu zmienia sie w kazdej turze gry, niezaleznie od tego,
co wypadnie), a wiec nie bedzie zerem. Zauwazmy teraz, ze prawdopodobiefnstwo
zdarzenia C' tatwo obliczy¢:

15 15

P(C) = + /2% = (1 +15)/2"° = 1/2048,
15 14

bo zajécie zdarzenia C' réwnowazne jest temu, iz wszystkie rzuty albo wszystkie

oprécz jednego daly jako wynik reszke, a temu odpowiada dokladnie 16 zdarzen

elementarnych:

RRRRRRRRRRRRRRR, ORRRRRRRRRRRRRR, RORRRRRRRRRRRRR,
..., RRRRRRRRRRRRROR, RRRRRRRRRRRRRRO,

z ktérych kazde ma prawdopodobienistwo 1/21%. Jedli w dokladnie n rzutach
wypadna reszki, to gre (kredytowana) zakonczymy z kapitatem
124+ (15 —n) —n =27 — 2n zl,

a 27 — 2n bedzie liczba dodatnia tylko wtedy, gdy n < 13. Skoro P(C) = 1/2048,
to i P(B) = 1/2048, a zatem

P(A)=1- P(B) — P(C) =1023/1024 ~ 99,9%.
Z kwota 12 zt mozemy wiec siada¢ do 15 tur gry w orla i reszke, nie obawiajac
sie zbytnio bankructwa, nawet jesli nie jesteSmy pewni wspanialomyslnosci
krupiera.

Naszkicowane rozumowanie nosi nazwe zasady odbicia i ma wazne zastosowania w teorii
prawdopodobienstwa.

Nawet w pozornie niesymetrycznej sytuacji mozna odnalezé motywy oparte
na symetrii. Dobrze ilustruje to nastepujace zadanie.

W probowce znajduje sie dziesie¢ bakterii bialych i dwadziescia bakterii czarnych.
Co minute jedna z bakterii dzieli sie na dwie o takim samym jak ona kolorze,
przy czym wszystkie bakterie znajdujgce sie wowczas w probowce majq jednakowe
szanse na podzial. Po godzinie w naczyniu bedzie 90 bakterii. Wylosujmy jedng

z nich. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze bedzie ona biala?

Dociekliwy Czytelnik moze zastanowi¢ sie, jaka przestrzen probabilistyczna odpowiada sytuacji

opisanej w tym zadaniu i jak formalnie opisaé jej symetri¢ wykorzystang w rozwigzaniu. Nie jest to
catkiem latwe.

Zalézmy, ze kazda bakteria jest w nieco innym odcieniu (bieli lub czerni)

i podczas podzialu odcien koloru jest zachowywany. Prawdopodobienstwo
tego, ze wylosowana przez nas bakteria ma dany odcien, wynosi 3—10 (wszystkie
odcienie sa ,réwnouprawnione”). Poniewaz 10 sposréd odcieni jest bialtych,

szansa, iz wylosujemy biala bakterie, jest rowna %

Warto przypomnieé jeszcze jeden przyktad swiadczacy o roli symetrii

w rachunku prawdopodobienstwa. Maxwell, badajac rozktad wektora predkosci
czasteczek gazu, zauwazyl, ze rozklad ten powinien mie¢ symetrie obrotowa (tzn.
nie powinno go zmienia¢ obrécenie uktadu wspoélrzednych), a wspélrzedne tego
wektora powinny by¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi. Tu konicza sie zalozenia
wywodzace sie z fizyki, a do akcji wkracza matematyka — okazuje sie, ze wektor
losowy, spelniajacy powyzsze dwa warunki, musi mie¢ rozklad gaussowski.
Wynik ten, uzyskany na drodze czysto matematycznego rozumowania, podobno
calkiem dobrze zgadza si¢ z danymi do$wiadczalnymi.
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