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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2005

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 390, 391
Redagugje Jerzy B. BROJAN

390. Z réwni pochylej o kacie nachylenia « stacza si¢ kula o masie M
zawierajaca wspoltsrodkowe kuliste wydrazenie, przy czym stosunek
wewnetrznego promienia do zewnetrznego (oznaczonego R) jest réwny k, a poza
wydrazeniem rozktad masy jest jednorodny. Wewnatrz kuli toczy si¢ podobnie
wydrazona kulka o masie m, zewnetrznym promieniu 7 i tej samej wartosci k.
Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby srodki kul i punkt
zetkniecia wiekszej z réwnia lezaly stale na tej samej prostej (rys. 1)?

Rys. 1

391. Jak dlugo mogloby $wieci¢ Stonice z niezmieniona moca, gdyby czerpalo
wypromieniowana energie:

a) ze spalania wegla (zal6zmy, ze Stonice sklada sie z wegla i tlenu),

b) z grawitacyjnego zapadania sie (zalézmy, ze Stofice zmniejszylo
swéj promien o 10%)?
Niezbedne dane nalezy wzia¢ z tablic. Wystarczy przyblizona ocena wyniku.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2004

382. Odlegto$¢ migdzy osiami przednich i tylnych két samochodu jest
réwna 1,9 m, a odlegtos$é lewych két od prawych — 1,5 m. Samochéd
ma naped na 2 tylne kotla, przy czym opona na jednym z tych

dwoch kot jest ,tysa” — wspdlczynnik tarcia tego kota o podloze jest
réwny 0,2, a dla pozostaltych két wynosi 0,8. Z jakim maksymalnym
przyspieszeniem moze ten samochéd ruszy¢ po linii prostej bez
poslizgu, jesli wszystkie kola sg wtedy jednakowo obcigzone?

382. Zauwazmy najpierw, ze sita wywierana przez podtoze
na tylne opony nie moze by¢ skierowana wprost do przodu

i jednoczesnie osigga¢ wartosci maksymalnych wynikajacych
z wartosci wspélczynnikéw tarcia, gdyz wtedy nastapiltby
obrét lub boczny poslizg samochodu. Zalézmy wiec, ze

sita dziatajaca na ,dobrg” opone ma pewng sktadowa
podluzng Fy oraz poprzeczng Fb, dla ,ztej” opony sktadowe
te oznaczmy jako F3 i Fu, natomiast sita I5 dziatajaca

na przednie opony moze by¢é skierowana tylko poprzecznie
do kierunku jazdy (rys. 2; symbol F5 oznacza obie te sily

tacznie). a
Fy
@ LI
F5/2
b
Fy
Fy
C%) -—&D
F5/2
Rys. 2

Spelnione sg zwiazki
e 5 + Fy = F5 (brak przesuniecia bocznego)

13

Przypominamy tres¢ zadan:

383. Do malego, izotropowego zrédla §wiatta Z przysunieto zestaw
dwéch zwierciadel ptaskich. Ile razy zwierciadla zwigkszajg nate¢zenie
o$wietlenia odlegtego ekranu, jesli kat o miedzy nimi jest réwny:

a) 91°, b) 90°, c) 89°?7 Rozwazy¢ tylko cze$é ekranu najblizsza zrédia
i przyjac, ze prosta przechodzgca przez wierzcholek kata i Zrédlo jest
prostopadta do ekranu.

e 2aFs = b(Fy — F3) (brak obrotu)
° \/F12+F22<I“LIP7

\/ F2 + F? <u,P (brak poslizgu tylnych opon)
gdzie P jest silg nacisku na kazda z opon, a p, i p, sa
odpowiednimi wspélczynnikami tarcia. W granicznym
przypadku maksymalnego mozliwego przyspieszenia obie
nieréwnosci przechodza w réwnosci, co jednak pozostawia
liczbe niewiadomych o 1 wieksza od liczby réwnan,
czyli pozostaje jeden swobodny parametr. Zaktadajac,
ze uklad napedowy sterowany jest przez odpowiednio
zaprogramowany komputer (chodzi o odpowiednie
dopasowanie Fi i F3), mozemy przyjaé, iz suma Fi + F3
traktowana jako funkcja tego parametru osigga wartosé
maksymalna. Analiza numeryczna wykazuje, ze przy
przyjetych danych liczbowych maksimum Fy + F3 wynosi
0,973 - P, a poszczegllne sity osiagaja wtedy wartosci
Fy, =0,777- P, F, = 0,189 - P, F5 = 0,196 - P, F, = 0,040 - P,
F5 = 0,229 - P. Masa samochodu jest réwna 4P/g, zatem
szukane maksymalne przyspieszenie wynosi

(0,973/4) - g = 0,243 - g = 2,39 m/s°.
Zauwazmy, ze ,brutalne” podstawienie
Fr=wP, F3=u,P
datoby wynik 0,25 - g, czyli o niecate 3% za duzy.



383. W przypadku a) natezenie o$wietlenia ekranu
zwiekszy sie trzykrotnie, gdyz na ekran padaja dodatkowo
wiazki odbite od kazdego ze zwierciadel, wybiegajace
pozornie z punktéw Z1 i Zz, bedacych obrazami zrédta Z
w zwierciadtach (rys. 3). Zs

L]

Rys. 3

Promienie odbite dwukrotnie utworza w tym przypadku
dwie wiazki lekko rozbiezne, z ktérych zadna nie o$wietli
najblizszej czedci ekranu (rys. 4).

Klub 44

Rys. 4

W przypadku b) wzmocnienie bedzie czterokrotne, gdyz te
dwie wiazki ,zetkna sie” ze soba, tak jakby ekran o$wietlato
takze zrodto Zs, polozone w czwartym wierzchotku
prostokata ZZ1Z223.

W przypadku c) wiazki dwukrotnie odbite naltoza sie
na siebie, czyli na czesé ekranu najblizsza Zrédta padnie 5
wiazek.

Zadania z matematyki nr 493, 494

po kazdej jej stronie wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka A maja

® Redaguje Marcin E. KUCZMA
493. Kazda krawedz wielodcianu wypuklego (o wszystkich katach
' dwusciennych mniejszych od 180°) zostala pomalowana jednym z dwéch
- koloréw. Udowodnié, ze istnieje wierzcholek A oraz plaszczyzna, przechodzaca
(] przez A i niezawierajaca innych wierzchotkéw wieloscianu, o tej wtasnosci, ze

jednakowy kolor.
Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2005

494. Ciag (ay) jest okreslony wzorem a,, =

VI3—1 (3+Vi3\ "
613 2 '

Obliczy¢ granice lim (an — |an]).

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
481 (WT =2,01) i 482 (WT = 1,24)
z numeru 5/2004

Jozef Siwy — Laziska Gérne 43,54

Witold Bednarek — Lé6dz 43,23

Zbigniew czteroelementowego cyklu.
Sewartowski — Wieliczka 41,52

Barttomiej Dyda — Wrocltaw 36,88

Tomasz Rawlik  — Braunschweig 33,74

Zadanie 494 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2004
Przypominamy tres¢ zadan:
485. Obliczy¢ maksymalng liczbe krawedzi, jaka moze mieé¢ graf o 10 wierzchotkach, niezawierajacy

486. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym | BAC| = 180° — |< BDC/|. Udowodni¢, ze
na krawedzi BC' istnieje doktadnie jeden punkt P, dla ktérego zachodzi réwnosé

|DP| |AB]| |AC|

|BD|-|CD

485. Niech f(n) bedzie maksymalna liczba krawedzi grafu
n-wierzchotkowego bez 4-cyklu. Mamy obliczyé f(10).
Latwo sprawdzié, ze f(0) = f(1) =0, f(2) =1, f(3) =3,
f(4) =4, f(5) = 6; ostatnia z tych réwnosci jest osiggana
tylko w grafie o pieciu wierzchotkach a, b, ¢, d, e i szesciu
krawedziach ab, cd, ae, be, ce, de.

Wezmy dowolny 10-wierzchotkowy graf G bez 4-cyklu,
majacy q krawedzi. Niech vo bedzie wierzchotkiem
maksymalnego stopnia, tj. o maksymalnej liczbie
wychodzacych z niego krawedzi; oznaczmy te liczbe przez r.
Jest jasne, ze g < % -10r = 5r.
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|BD|-|CD| _ |BC|-|BD| ' |BC|-|CD]

Niech X bedzie zbiorem r wierzchotkéw potaczonych
krawedziami z vo i niech Y bedzie zbiorem pozostalych 9—r
wierzchotkéw (réznych od vg). Tak wiec g =7+ 2+ y + z,
gdzie

r = liczba krawedzi taczacych vy z X,

x = liczba krawedzi taczacych punkty zbioru X,

y = liczba krawedzi taczacych punkty zbioru Y,

z = liczba krawedzi taczacych X z Y.

Aby nie pojawil sie 4-cykl, krawedzie taczace punkty
zbioru X muszg by¢ rozlaczne, a z kazdego punktu zbioru Y
moze wychodzi¢ co najwyzej jedna krawedz do zbioru X.



Zatem x < |r/2], 2<9 —r, i oczywidcie y < f(9—r); stad
g<r+[r/2] + f(9-r)+9—r.

Gdy r > 5, liczba po prawej stronie jest niewieksza niz 15.

Dla r = 4 wynosi ona 17. Dla r <3 mamy wczesniejsza

nieréwnosé q < 5r <15.

Zajmijmy sie przypadkiem, gdy r = 4. Czy jest mozliwe
uzyskanie réwnosci ¢ = 177 Oszacowania dla y oraz z
musiatyby by¢ réwnosciami:

y=f(9-r)=f(5)=6, z=9—r=>5.
Zbiér Y (wraz z krawedziami laczacymi pary jego punktéw)
musialtby by¢ wspomnianym na poczatku jedynym grafem
pieciowierzchotkowym, realizujacym réwnosé f(5) = 6.
Ma on wierzchotek e stopnia 4. Skoro zas r = 4 jest
maksymalnym stopniem wierzchotka w G, znaczy to,
ze z punktu e nie moze wychodzi¢ juz zadna krawedz
do punktéw zbioru X. Kazdy z pozostatych czterech
punktéw zbioru Y wysyla co najwyzej jedng krawedz
do zbioru X, i mamy sprzeczno$¢ z réwnoécig z = 5.

To pokazuje, ze ¢ < 17. Réwnos$é ¢ = 16 da sie uzyskad;
przyktad (przedstawiony na rysunku 1) nietrudno znalezé,

analizujac poprzednie rozumowanie i zastepujac postulowany

uktad réwnosci y = 6, z =5 przez y = 6, z = 4. Stad
odpowiedz: f(10) = 16.

X Y

Rys. 1

486. Ktadziemy $ciang BC'D na plaszczyzne ABC (rys. 2);
to znaczy, budujemy w tej plaszczyznie (na zewnatrz
tréjkata ABC) tréjkat BCD' przystajacy do BC'D
(|IBD'| = |BD|, |CD'| = |CD|). Z réwnosci
|<BAC| =180° — |< BD'C|

wynika, ze czworokat CABD’ ma okrag opisany. Zgodnie
z twierdzeniem Ptolemeusza,

|BC| - |AD'| = |AB| - |CD'| + |AC| - |BD'Y,
czyli

|AD'| _ |AB| |AC|

|BD|-|CD| |BC|-|BD| " |BC|-|CD|"
Teza zadania sprowadza sie do wykazania, ze na odcinku
BC istnieje dokladnie jeden punkt P, dla ktérego zachodzi
rownosé

|AD'| = |AP| + |PD;
a to oczywiste — jest to punkt przeciecia odcinkéw BC
i AD'.
D

Rys. 2

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje
miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej i Sportu.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich
typéw szkot.

3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 maja przesle pod adresem redakcji Delty
jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy
nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoty;

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

i pelng informacje o zrédlach, z ktérych korzystal jej autor.
Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentow.

Te sposréd prac, ktére spelniaja warunki konkursu, zostang
zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie sie

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.
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7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem roku
szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenia do udzialu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu po$wiecona byta
praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielnos¢ i oryginalnos¢ ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienig¢zne ufundowane
przez Ministerstwo Edukacji Narodowej i Sportu.

11. Ogtloszenie wynikéw finatu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gtéwny
PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.



