Twierdzenie Napoleona — uogdlnienie Joanna JASZUNSKA

W Delcie nr 361 (z czerwca 2004 r.), w artykule
Twierdzenie Napoleona, sformutowano bez dowodu
nastepujace uogdlnienie tytutowego faktu.

Twierdzenie. Srodki n-kgtéw foremnych zbudowanych
na kolejnych bokach pewnego n-kata W (wszystkie

do wewnqtrz lub wszystkie na zewngtrz) sq kolejnymi
wierzcholkami n-kqta foremnego wtedy i tylko wtedy, gdy
n-kgt W jest afinicznie foremny.

Przeksztatcenia afinicznie zachowujg proste, réwnolegtosé i stosunki
dltugoéci odcinkéw réwnoleglych. Wielokat afinicznie foremmny to taki,
ktéry jest obrazem wielokata foremnego w jakims przeksztalceniu
afinicznym.

Oto geometryczny dowdd (wersja zewnetrzna,
w wersji wewnetrznej i dla wielokatéw zdegenerowanych
dowdd jest analogiczny).

Udowodnimy najpierw implikacje w jedna strone. -

Niech dany bedzie n-kat afinicznie foremny T - _

o wierzchotkach A1 Ay ... A,. Na kazdym boku A; A; 41 Rys. 2

budujemy n-kat foremny o $rodku O; i wierzchotkach

AVAY AL AA AL, AL (wszystkie indeksy Aby wykaza¢, ze n-kat 0103 ... Oy jest foremny,
zapisujemy zawsze modulo n). Wykazemy, ze tak wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnego 7 odcinki
zbudowany n-kat O; ... O, jest foremny. 0;-10; 1 0;0;41 sa réwnej dlugosci oraz tworza

odpowiedni kat ¢ (gdzie p = "T_Qﬂ' jest katem
wewnetrznym n-kata foremnego).

Przeksztalcamy trojkat A;A;—1 Al | na tréjkat
A;0;_10; ,krecac i zmieniajac rozmiar” w nastepujacy
sposdb:

1. obracamy woké6t punktu A; o kat £, przy sytuacji jak
na rys. 3 — zegarowo,

2. stosujemy jednokladnosé o srodku w punkcie A;
i o skali [ réwnej stosunkowi dlugosci odcinka
taczacego wierzchotek ze Srodkiem n-kata foremnego
do dtugosci jego boku.

dany n-kat

Rys. 1

Oznaczmy przez k stosunek dlugosci boku n-kata
foremnego do dlugosci najblizszej réwnolegltej do niego
przekatnej (w przypadku n = 4 przyjmujemy za te
»brzekatna” przeciwlegly bok, dla n = 3 statej k nie
definiujemy).

Z przypomnianych na poczatku wlasnosci przeksztalcen
afinicznych wynika, ze w naszym n-kacie dla
dowolnego i bok A;A; 41 jest réwnolegly do odcinka

A;—1A;42 oraz zachodzi S~_____~
M — k. Rys. 3
|Ai—14it2] . i :
Stad dla kazdego i caworokat AiflAi+2A§+2A§:_1 jest Obrazem odcinka A; 1 A}_; jest wtedy odcinek O;_10;.
réwnoleglobokiem (dla n = 3 réwnoleglobok ten jest Analogicznie przeksztalcamy trojkat Aip1Aip2Al
zdegenerowany do odcinka, bo i —1 =i+ 2 (mod 3)). na trojkat A;410;410;, obracajac wokét punktu A,

7



o ten sam kat, ale w przeciwnym kierunku oraz stosujac
jednokladnosé o srodku w punkcie A;41 i o tej samej
skali [. Obrazem odcinka A; 12 A%, , jest odcinek O;110;.

Przypomnijmy, ze czworokat A;_1A;12AL 4 AL, jest
réwnoleglobokiem, czyli odcinki A; 1 A; | i Ai1247,, sa
rownej dlugosci i rownolegle. Wiemy, ze ich obrazami
przy obrotach o katy & w przeciwnych kierunkach,
zlozonych z zastosowaniem jednokladnosci o tej samej
skali, sa odcinki O;_10; oraz O,410;. Wobec tego
|0;-10;| = |0;+10;]| oraz odpowiedni kat miedzy tymi
odcinkami jest réwny 2 - £ = ¢. Sa one zatem kolejnymi
bokami n-kata foremnego. To wtasnie chcieliSmy
wykazac.

Udowodnimy teraz implikacje w druga strone.

Zalézmy, ze na bokach pewnego n-kata zbudowano
na zewnatrz n-katy foremne, ktorych kolejne srodki
tworza n-kat foremny. Wtedy, odwracajac rozumowanie

<

z powyzszego dowodu, otrzymujemy wniosek, ze dla
kazdego i odcinki A;A; 41 1 A;—1A;42 sa réwnolegle oraz

[Aidia| i
|[Ai—1Aiyo]

WezZmy przeksztalcenie afiniczne przeprowadzajace
wierzcholki Ay, Ay, A3 naszego n-kata na kolejne
wierzchotki pewnego n-kata foremnego W'.

Dla dowolnych dwéch tréjkatéw istnieje przeksztatcenie afiniczne
przeprowadzajace jeden z nich na drugi.

To przeksztalcenie ma mila wlasnoéé: obrazem

punktu Ay jest ,nastepny” wierzchotek n-kata W

(bo obrazem odcinka A; A4 jest odcinek réwnolegly

do A2 A3 i o odpowiedniej dlugosci). Podobnie obrazami
punktéow As, ..., A, sa kolejne wierzchotki n-kata

foremnego W, zatem wyjsciowy n-kat jest z nim
afinicznie réwnowazny. To konczy dowdd drugiej
implikacji i calego twierdzenia.

M 1081. Liczby 22994 oraz 520° zapisano w uktadzie dziesietnym, jedna
za druga, otrzymujac jedna liczbe. Z ilu cyfr sklada si¢ powstala liczba?

¢ Rozwiazanie na str. 4

M 1082. (Erdés) Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, ktérego najdiuzszy
D bok ma dtugoéé d. Proste AP, BP, C'P przecinaja odpowiednio boki BC', C'A,
E AB w punktach D, E, F (rys. 1). Wykazaé, ze PD + PE + PF < d.

Rozwiazanie na str. 13

M 1083. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej n najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb n? + 1 oraz (n + 1)* + 1 jest réwny 1 lub 5.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 633. Dwie kulki o masie m umocowane sa
na niewazkiej i nierozciagliwej nitce.

Rys. 2

Uktad wprowadzamy w ruch obrotowy ze stata
predkoscia katowa jak na rysunku. Dany jest kat «,
predkosc katowa w i dtugosc [. Obliczy¢ kat 3.
Rozwiazanie na str. 16

F 634. Rura o przekroju kotowym zakreca pod katem
prostym.

Rys. 3

Przez rure puszczamy wode z duza predkoscia.
Jednoczesnie w miejscu zagiecia taczymy mala rurka
wewnetrzng i zewnetrzna Sciang rury (rys. 3). Czy woda
bedzie (sama) plynaé przez rurke? Dlaczego?
Rozwigzanie na str. 12



