Ro6wnanie Pitagorasa

Pomyst tego artykutu powstal na lekcji matematyki w I klasie
gimnazjum. Rozwiazywalem z uczniami zadanie 3 (str. 85)

z podrecznika wydanego przez Gdanskie Wydawnictwo Oswiatowe: ktéry
z narysowanych trojkatéw jest przystajacy do tréjkata ABC?
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Odpowiedz, ze trojkat 111, byta oczywista. Troche mniej oczywiste

byto to, ze pozostalte trojkaty nie sa przystajace. Wtedy zadalem

sobie pytanie: jak bez twierdzenia Pitagorasa (a jeszcze go nie bylo!)
przekona¢ moich uczniéw, ze jakie$ odcinki narysowane na papierze

w kratke sa lub nie sa réwne? Wezmy najprostszy przyktad. Jak pokazaé,
ze przeciwprostokatna trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
dtugosci 3 1 4 ma ditugoéé¢ 57 Inaczej mowiac, jak pokazaé, ze trojkat
ABC na rysunku obok jest réwnoramienny? Okazato sie to dos$¢ tatwe.
Potrzebne byty trzy rysunki pomocnicze. Z lewej strony mamy pierwszy
z nich. Jak pokazaé, ze punkty A, D i B sa wspotliniowe? Uczniowie
szybko dostrzegli przystajace trojkaty ADL i BDK (rys. z prawej
strony). Zatem katy ADL i BDK sa réwne, wiec z twierdzenia o katach
wierzchotkowych (nikt nie zawracal tu sobie glowy czyms takim, jak
twierdzenie odwrotne. .. ) wynika, ze punkty A, D i B sa wspélliniowe.

A wiec punkty D, F i C' na nastepnym rysunku tez sa wspétliniowe.
Potrzebny byt jeszcze kat ADE. Narysowalem trzeci rysunek i zapytatem,
jak dowiesé, ze kat ADE jest prosty? Uczniowie zaproponowali kilka
rozwiazan. Najprostsze z nich polegato na zauwazeniu, ze trojkaty ADL
i EDM sa przystajace, zatem ,to, co z kata prostego zabraliémy katem
EDM, oddaliémy z powrotem katem ADL”. MogliSmy teraz powrdcié
do pierwszego rysunku, na ktérym dorysowalismy odcinek C'D. Uczniowie
juz natychmiast dostrzegli, ze trojkaty ADC i BDC' sa przystajace, wiec
AC = BC.

Niektorzy uczniowie byli nieco zdziwieni tym, ze taki odcinek ,uko$ny”
okazal sie by¢ réwny ,prostemu” (tzn. poziomemu). Troche mnie
zastanowita pelna zdegustowania mina jednej uczennicy, zdajaca sie
mowic: 1 po co to wszystko? Zrozumialem po najblizszej klaséwee,

na ktérej datem zadanie podobne z tréjkatem o przyprostokatnych 5 i 12.
Rozwiazanie tej uczennicy byto krotkie:

52 4122 = 25 + 144 = 169 = 132, c. b. d. o.

Te proste dowody geometryczne nie odwolujace sie do twierdzenia
Pitagorasa, sktonily mnie do zastanowienia si¢ nad geometrycznym
rozwigzaniem rownania Pitagorasa w liczbach catkowitych. Przedstawie
teraz to rozwiazanie. Mamy wiec réwnanie

22 4 y? = 22
i zakladamy, ze x, y i z sa catkowite. Latwo pokazujemy, ze co najmniej
jedna z liczb x i y jest parzysta. Gdyby bowiem

r=2k+1 i y=20+1,
to
2=02k+1)2+ Q2+ 1) =4k +k+1+1)+2,
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wiec liczba z? bylaby parzysta i niepodzielna przez 4, co jest niemozliwe.
Zalézmy zatem, ze liczba y jest parzysta. Zauwazmy, ze wtedy liczby x

i z sa tej samej parzystoéci. Narysujmy teraz tréjkat prostokatny BC'E
o bokach z, y 1 z na papierze kratkowanym tak jak na rysunku obok.
Wierzchotki A, B, C'i E lezg w punktach kratowych, przy czym:

BE=z, CE=y, BC=AC-==z.

Poniewaz liczby y 1 z — = sa parzyste, wiec srodek D odcinka AB tez lezy
w punkcie kratowym. Zastanéwmy sie teraz, jakie punkty kratowe moga
leze¢ na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego potozonego w taki
sposob, ze przyprostokatne leza na liniach tworzacych kratki.

Lemat 1. Jesli w trojkacie ABC, takim jak na rysunku obok,
NWD(a,b) =1, gdzie BC =a i AC = b, to jedynymi punktami kratowymi
lezacymi na przeciwprostokatnej AB sg jej konce A i B.

Dowdd lematu wynika dosé tatwo z twierdzenia Talesa, ale poradzimy
sobie bez niego.

Dowéd. Przypusémy, ze na przeciwprostokatnej leza inne punkty
kratowe i niech P bedzie takim punktem lezacym najblizej

wierzchotka A. Niech @) bedzie rzutem punktu P na bok AC. Niech
p=PQiq= AQ. Odlézmy nastepnie odcinek AP w odcinku AB tyle
razy, ile si¢ da. Niech punkt R bedzie ostatnim z otrzymanych tak
punktow przed wierzchotkiem B. Niech wreszcie punkt S bedzie rzutem
punktu R na bok BC'. Podobnie jak na lekcji w gimnazjum pokazujemy,
ze wszystkie punkty na przeciwprostokatnej, otrzymane w wyniku
odktadania odcinka AP, sa kratowe. W szczegdlnosci punkty R i .S

sg kratowe. Przypusémy najpierw, ze RS < AQ. Wezmy taki punkt 7’
na odcinku AQ taki, ze AT = RS i wezmy punkt U przeciwprostokatnej,
ze UT L AT. Oczywiscie trojkaty ATU 1 RSB sa przystajace, wiec

TU = SB, skad wynika, ze punkt U jest punktem kratowym, co przeczy
wyborowi punktu P. Zatem RS = AQ), czyli odcinek AP zostal odlozony
w odcinku AB catkowita liczbe razy, powiedzmy d razy. Oczywiscie d > 2.
Wtedy a = dp i b= dq, co przeczy temu, ze liczby a i b sa wzglednie
pierwsze.

Whiosek. Jesli NWD(a,b) = 1, punkt M lezy na pélprostej AB, N jest
rzutem punktu M na prosta AC, MN =m oraz AN = n, to istnieje
liczba catkowita d taka, ze m = ad i n = bd.

Lemat 2. Zachowajmy oznaczenia z lematu 1. Jesli @ i b maja wspdlny
dzielnik wiekszy od 1, to na przeciwprostokatnej AB istniejg inne punkty
kratowe poza jej koncami.

Dowdd. Niech a = dk i b = dl. Narysujmy tréojkat prostokatny AK L
o przyprostokatnych & i [, a nastepnie odtézmy d razy odcinek AK
w odcinku AC i d razy odcinek KL w odcinku C B, otrzymujac punkty

KlzK,KQ,...,Kd:C oraz Ml,MQ,...,Md:B.

Lg=M;=B
L
3 M3
Lo L
2
L=1I14 o
1

A K=K Ky K; K;=C

Niech nastepnie punkt kratowy L; (dlai=1,2,...,d) bedzie punktem,
ktérego rzutami na proste AC' i BC' sa odpowiednio punkty K; oraz M;.
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Pokazujemy, ze punkty

A Li,Ly,...,Lqg=1B
sg wspotliniowe, a wiec punkty L; dlai=1,...,d—1 leza
na przeciwprostokatnej AB.

Powréémy do naszego trojkata prostokatnego o bokach dtugosci x, y i 2.
Niech P bedzie punktem kratowym lezacym na odcinku AD najblizej
punktu A, a @ jego rzutem na AC.

B z E
D z y
B S
‘p . q
A9Q R z TPC

Niech nastepnie PQ =p i AQ = q. Z lematu 2 wynika, ze NWD(p,q) = 1.
7 wniosku wynika, ze istnieje liczba catkowita d taka, ze

AR:Z;x:dq oraz DR:%:dp,

gdzie R jest rzutem D na AC. Odl6zmy nastepnie odcinek CT = p

na pélprostej C'A i niech S bedzie takim punktem potprostej C' D, ze

TS L CT. Poniewaz CD 1L AD, wiec katy TCS i1 QAP sa réwne, a zatem
tréjkaty CTS i PQA sa przystajace. Stad wynika, ze ST = ¢, wiec

punkt S jest punktem kratowym. Z lematu 1 wynika, ze istnieje liczba
catkowita e taka, ze

CR=z-

z—x zZ+x Y
5 = 5 —ep oraz DR—Q—eq.

Zatem

%de:eq,

skad wynika, ze ¢ jest dzielnikiem dp. Poniewaz liczby p i q sa wzglednie
pierwsze, wiec ¢ jest dzielnikiem d. Istnieje wiec liczba calkowita t taka,
ze qt = d. Mamy teraz

eq = dp = qtp,
czyli e = tp. Zatem
z—x L
5— = dg=tq",
§ er L =ep=tp?,
% = dp = tpq,
skad ostatecznie dostajemy
(*) r=tp*-q*), y=2pg, 2=tP*+¢).

Dla kazdego rozwiazania (z,y, z) réwnania

2?4 y? =22
istnieja liczby calkowite ¢, p i ¢ takie, ze spelnione sa réwnosci (x).
7 drugiej strony, tatwo sprawdzi¢, ze jesli x, y i z sa okreslone
wzorami (), to spelniaja réwnanie Pitagorasa.

Wojciech GUZICKI
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