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W potocznym rozumieniu stowa ,;wezel” i | supel” sa
synonimami i kojarza sie z zaplatanym sznurkiem.

W matematyce oba pojecia sa blisko ze soba zwigzane,
jednak nie sa identyczne. Sprobujmy blizej przyjrzec sie
suplom, tym bardziej ze niektére z nich maja ciekawa
interpretacje oraz zaskakujace zastosowania.

Przypomnijmy najpierw, ze wezel to homeomorficzny
obraz okregu w przestrzeni. Wezty otrzymujemy wiec
poprzez umieszczenie okregu w przestrzeni na rézne
sposoby. Uzywajac interpretacji sznurkowej: wezel
powstaje, gdy kawalek sznurka zapleciemy w dowolny
sposéb, a nastepnie skleimy jego konce. Kilka wezléw
tworzy splot, a poszczegdlne wezly nazywane sa

jego ogniwami. Sam wezel zatem jest szczegdlnym
przypadkiem splotu.

Supel natomiast mozna przedstawi¢ jako dwa zaplecione
kawalki sznurka. Umieszcza sie je zazwyczaj w sferze
tak, ze konce leza na jednym z wielkich okregow

na powierzchni sfery. Konce te oznacza si¢ jak

w kompasie NE, SE, SW, NW.
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Rys. 1. Przedstawienie supta w sferze i w wezle.

Suply mozna traktowac jak cegielki, z ktérych buduje
sie wezty. Dlatego znajomosé wlasnosci suptéw moze
by¢ pomocna przy studiowaniu weztéw. Pomyst
badania suptéw pochodzi od Johna Conwaya. Podal on
ciekawy sposob charakteryzacji pewnej rodziny suptow
nazywanych suptami wymiernymi.

Generalnie wyrézniamy trzy rodziny supltéw:
e lokalnie zawezlone — gdy przynajmniej jeden
ze sznurk6w jest lokalnie zawezlony (rys. a),
e suply wymierne powstate przez skoniczong liczbe
skrecen dwéch sasiednich konicéw (rys. b) oraz
e pozostale, nazywane czasem prostymi (rys. c).
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Kiedy dwa suply uznamy za identyczne? Ogdlniej,

dwa sploty uznaje si¢ za identyczne albo réwnowazne,
gdy jeden z drugiego mozna otrzymac za pomoca
odpowiednich deformacji okregéw w przestrzeni, bez

ich rozrywania i sklejania. Nalezy tak rozplata¢ sznurek,
zeby z jednego splotu (wezla) otrzymaé drugi. Podobnie
definiujemy réwnowaznosé suptow, zaktadamy tylko
dodatkowo, ze nie wolno rusza¢ koncow.

Jednym z najwazniejszych probleméw w teorii wezléw
jest ich klasyfikacja. Istnieje wiele wymyslnych

i skomplikowanych sposobéw pozwalajacych badaé
wezly oraz sploty i stwierdzié, czy sa rownowazne,

czy tez nie. Zamiast bada¢ same wezly i sploty,
rozwaza sie ich diagramy, czyli odpowiednio regularne
rzuty na plaszczyzne. Réwnowaznosé wezlow

mozna zastapi¢ réwnowaznoscia ich diagramow.
Analogicznie, w przypadku supléw wygodniej jest
rozwazadé ich diagramy — tu rzutujemy na plaszczyzne
rownolegla do plaszczyzny okregu wielkiego, na ktérym
umieszczone sg konce supla.

Najprostsze sa nastepujace supty, ktore bedziemy
oznaczaé¢ odpowiednio [0], [oo], [1] i [—1]. Pierwsze dwa
z nich to tzw. suply trywialne.
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Rys. 3. Suply wyréznione.
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Rozwigzanie zadania M 1081.
Zalézmy, ze liczby 22994 oraz 52004 maja
odpowiednio a oraz b cyfr w uktadzie
dziesigtnym. Szukamy wartosci wyrazenia

a +b. Mamy:
107t <2 < 10%,
1071 < 5%0% < 10°.

2004

Mnozac stronami uzyskane nieréwnosci,
otrzymujemy

10°7P72 < 10%90% < 10°7?,

skad 2004 = a + b — 1. A zatem
a+ b = 2005.

Supet oznaczony symbolem [1] (skrzyzowanie typu ,most”) powstaje z supla [0]
przez dodatni (tj. prawoskretny) obrét o 180 stopni koneéw NE i SE,

a supel [—1] (skrzyzowanie typu ,tunel”) przez obrét w przeciwnym kierunku.
I ogélniej: supel [n], gdzie n jest liczba catkowita, otrzymamy przez n-krotny
odpowiedni obrot koncow NE i SE. Sg to suply wymierne skrecone tylko

W poziomie.

Obracajac n-krotnie konce SE i SW supla [oc], dostaniemy supel wymierny

L albo [n]~1L.

[n]
Suply [n] i [n]7! nazwiemy elementarnymi, w szczegdlnosci suply
wymierne [n| nazywane sa czesto suptami catkowitymi.

LU

skrecony tylko w pionie, ktéry bedziemy oznaczaé
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Rys. 4. Powstawanie suptéw typu [n] i [n] 1.

Opiszemy teraz kilka operacji na suplach (dokladniej na ich diagramach), ktére
sg przydatne przy ich klasyfikacji.

Jesdli T jest suplem, to jego lustrzany obraz —T powstaje z T’ przez zastapienie
skrzyzowan typu ,,most” skrzyzowaniami typu ,tunel”. Symbolem 7" oznaczmy
supel powstaly z T przez jego obrot o 90 stopni przeciwnie do wskazowek
zegara.

Nawigzujac konsekwentnie do oznaczen supléw elementarnych, supel odwrotny

1
do T definiujemy za pomoca zaleznosci 7= T-! = —T". Widzimy, ze suply

sg wzajemnie odwrotne. Uzasadnienie maja w tej konwencji oznaczenia

[0].
T -T

Rys. 5. Lustrzany obraz i obrét supla.

Mi%
loo] = (0] i [oc] !

T’I‘

Suply mozemy dodawaé i mnozy¢. Suma T + S powstaje z suptow T i S przez
polaczenie konicéw NE i SE supta T' odpowiednio z koncami NW i SW supta S.
Natomiast iloczyn T % .S tworzymy przez polaczenie koncéw SW i SE supla T'
z koncami odpowiednio NW i NE supta S.
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Suply mozemy tez obraca¢ w ten sposob, ze koniec NE przejdzie na SE, a NW
na SW — jest to taki poziomy ,przewr6t” — albo tak, ze NW przejdzie na NE
oraz SW na SE — tym razem ,przewr6ot” w pionie. Natychmiast widaé, ze suply
elementarne nie zmieniaja sie przy takich przeksztalceniach. Nieco trudniej
natomiast dowodzi sie (wykorzystujac indukcje), ze za pomoca ,przewrotéw”
dowolny supel wymierny przeksztalcany jest na supel réwnowazny. Dzieki
temu supty wymierne 7' i T~ s réwnowazne i, zeby otrzymac z T supet 71,
mozemy obracaé¢ —T zgodnie ze wskazéwkami zegara lub przeciwnie.

T+S

Wykorzystujac opisane operacje, mozna udowodnié¢, ze kazdy supel wymierny da
sie skonstruowac za pomoca skrecen wykonywanych tylko na koncach z prawej
strony (NE, SE) na przemian ze skreceniami na koncach dolnych (SW, SE)

— w samej definicji nie wyrdznia sie, ktore konce i w jakiej kolejnosci nalezy
skrecac¢. Takie przedstawienie supla wymiernego nazywamy jego postacia
(forma) standardowas.

Kazdy supel wymierny w postaci standardowej moze by¢ wiec otrzymany
z supla [0] lub [0o] za pomoca odpowiedniego ciagu dodawan suptéw [1] lub [—1]
i mnozen przez te supty.

Zauwazmy, ze prawdziwa jest zaleznosc:

Txs Jesli T jest suplem wymiernym, to

Rys. 6. Suma i iloczyn suptéw. (1) T « i _ 1 _.
[n] - Inl+ %

Wynika to ze spostrzezenia, ze obrét o 90° supta

1
Tx —

[n]

prowadzi do supta

1
Ta

e -3

a stad i z definicji supta odwrotnego

BORCE

/
///4 % (pamietajmy o ,przewrotach”). Jesli teraz zastosujemy jeszcze raz operacje
odwracania, to dostaniemy poszukiwana zaleznosc.

_[n] —

czyli

Rys. 7. Ilustracja uzasadnienia wzoru (1).
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(=2, (1, [1], (311

Rys. 8. Przyklady.
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Rys. 9. Suply wymierne réwnowazne.

Pozwala to konstruowac supel wymierny za pomoca ciagu dodawan suptéw
elementarnych i operacji odwracania. Wiecej, kazdy supel wymierny mozna
sprowadzi¢ do postaci standardowej wygladajacej nastepujaco:

1
(+) ar] + .
[as] + ...+ 7
[anfl] +
[an]
gdzie ag, ..., an € Z\ {0}. Krécej piszemy
[[al], [ag], ceey [an]]
W szczegblnosci supet
1
(K] % 7 + [n]
[m]
przyjmuje postac
1
[n] + —
m| + 7
]+ 1

Naturalne wiec wydaje sie przypisanie suptowi wymiernemu 7', ktéry
ma postaé¢ formalnego utamka tancuchowego, arytmetycznego utamka
lancuchowego zbudowanego z odpowiednich liczb skreceni. Suplowi postaci (x)
przyporzadkowujemy zatem utamek tancuchowy

1

(%) ay + T

as + ...+ 1

Ap—1 + —
n

Nazywamy go ulamkiem danego supta wymiernego T' i oznaczamy F(T).
Ulamek (xx) zapisujemy w skrécie

[alaa%"',an]: P

p
q
gdzie p i q sa wzglednie pierwsze.

Prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

F(T + [+1)) = F(T) £ 1,

£ (3)-rh
F(-T) = —F(T).

Proponujemy, zeby Czytelnik sprébowal uzasadnié¢ te wzory.

Niestety, supel T" nie wyznacza jednoznacznie liczb ay,as,. .., a,. Suply
rownowazne moga byc¢ reprezentowane przez roézne ciagi liczb. Rézne ciagi moga
jednak generowac te same utamki i prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Dwa suply wymierne T i T’ sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy magq identyczne ulamki, czyli gdy F(T) = F(T").

Dowdd twierdzenia polega na przedstawieniu suptéw w postaci utamkow
tancuchowych, wykorzystaniu arytmetycznych wtasnoéci samych utamkéw
oraz hipotezy (udowodnionej w 1993 roku), nazywanej hipoteza Taita,
wiazacej réwnowaznosé wezléw (i supléw) z pewnymi prostymi operacjami
niezmieniajacymi postaci utamkowej suptow.

Tak wiec suply wymierne moga by¢ jednoznacznie opisane przez liczby
wymierne (rozszerzone o dodatkowy element oo). Suply te ze wzgledu

na swa prostote opisu (a takze klasyfikacji) chetnie sa wykorzystywane

do modelowania réznych sytuacji w matematyce i w innych dziedzinach.

W teorii weztéw sa Scisle zwiazane z tak zwanymi weztami z dwoma mostami,
a w biologii molekularnej stuza do opisu pewnych waznych zjawisk dotyczacych
mechanizméw rekombinacji DNA. Sg to jednak tematy na inne opowiadania.
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