Sortowanie z minimalng liczbg poréwnan Marcin PECZARSKI

Sortowanie skonczonego zbioru polega na ustawieniu
go w ciag wedlug niemalejacej wartosci jakiejs cechy.
Na przyktad zbior znaczkéw pocztowych mozemy
ustawi¢ wedtug ich wartosci. Jedna z metod sortowania
jest wykonanie pewnej liczby poréwnan par elementéw.
Pojedyncze poréwnanie dostarcza nam informacji, ktéry
z dwéch poroéwnywanych elementéw powinien znalezé
sie wezesniej w tworzonym ciggu. Gdyby zdarzyto
sie, ze poroOwnywane elementy maja te sama wartosé
rozwazanej cechy, to ustalamy ich kolejno$é w dowolny
sposéb. Z pewnoscig uda sie posortowaé dany zbidr,
gdy poréwnamy kazdy element z kazdym. Dla zbioru
n-elementowego oznacza to konieczno$¢ wykonania

n(n—1)
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porownan. Tyle w pesymistycznym przypadku
potrzebuje algorytm sortowania przez wstawianie.
Dziala on w ten sposéb, ze kolejno dla k =1,2,....,n
do posortowanego juz ciagu k — 1 elementow wstawiamy
k-ty element, poréwnujac go (w najgorszym przypadku)
ze wszystkimi dotychczas rozwazonymi elementami.
Mozna lepiej. Aby wstawié¢ element & do posortowanego
ciggu ui, ug, ..., u;, poréwnujemy go najpierw
7z elementem ,Srodkowym” u;, gdzie ¢ = [j/2]. Jesli
x poprzedza u;, to z przechodniosci relacji porzadku
wiemy, ze poprzedza wszystkie elementy na prawo od
niego (o wigkszych indeksach) i musimy wstawié¢
do ciagu uy,usg, ..., u;—1. Analogicznie, gdy u;
poprzedza x, to x powinien znalez¢ sie na prawo od u;,
czyli musimy go wstawi¢ do ciagu w1, Uiy, ..., u;.
Powtarzamy powyzsza procedure, za kazdym razem
wybierajac nowy element srodkowy. Kazde poréwnanie
zmniejsza co najmniej dwukrotnie dlugosé ciagu, do
ktérego nalezy wstawi¢ . W pewnym momencie ciag
ten bedzie mial dlugo$é 0. Oznacza to, ze x znalazl sie
na wlasciwej pozycji. Dla wstawienia k-tego elementu
potrzeba co najwyzej [lg, k] poréwnan. Sortowanie

ze wstawianiem binarnym wymaga zatem
n

By = [lg, k] = n[lgyn] — 2" 41
k=1
poréwnan. Dodajmy, ze stosowany praktycznie
algorytm quicksort dla duzych n wykonuje srednio
okolo 1,4 - nlg, n poréownan, cho¢ sporadycznie
w pesymistycznym przypadku potrzebuje ich okoto
n?/2.

Hugo Steinhaus postawil problem znalezienia
minimalnej liczby poréwnan S,, zawsze wystarczajacej
do posortowania n elementéw. Kazde poréwnanie

moze da¢ dwa wyniki. Zatem algorytm wykonujacy co
najwyzej .S, poréwnan moze zakonczy¢ sie co najwyzej
2% réznymi wynikami. Z drugiej strony mamy n!
mozliwych uporzadkowan (permutacji) n elementéw.
Stad 25 > n!, czyli S,, > [lgyn!]. Liczbe C,, = [lg,n!]
nazywamy teorioinformacyjng dolng granicg sortowania.
Jak bardzo mozemy zblizy¢ si¢ do tej granicy?
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Wiadomo, ze B,, > C), juz dla n > 4. Lester Ford Jr
i Selmer Johnson opublikowali w 1959 roku algorytm,
ktory potrzebuje

k=1

poréwnan. Zatem C,, < S, < F,,. Dlan <111in = 20,21
problem zostal rowiazany, gdyz wtedy C,, = F,.

Dla 12 < n < 19 zachodzi F,, = C,, + 1. Jak wyznaczy¢
kolejne wartosci S,,7 Zaprzegnijmy do pracy komputer.
Aby formalnie opisaé proces sortowania i stosowane
metody, bedziemy potrzebowali kilku pojec.

Definicja 1. Porzadkiem (cze$ciowym) zbioru U
nazywamy relacje r C U x U, ktora jest:

e zwrotna — (u,u) € r dla kazdego u € U;

e przechodnia — jezeli (u,v) € r i (v,w) €, to
(u,w) € r dla kazdego u,v,w € U;

e antysymetryczna — jezeli (u,v) € r i (v,u) € r, to
u = v dla kazdego u,v € U.

Definicja 2. Porzadkiem liniowym zbioru U nazywamy
relacje r C U x U, ktoéra jest porzadkiem i jest spdjna —
(u,v) € rlub (v,u) € r dla kazdego u,v € U.

Definicja 3. Porzadkiem dualnym do porzadku r
nazywamy relacje r* = {(u,v) : (v,u) € r}.

Definicja 4. Porzadek ry zbioru U; i porzadek ro
zbioru Us nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
funkcja réznowartosciowa f:U; — U, przeksztalcajaca
Uy na U, spelniajaca ponadto dla dowolnych u,v € Uy
nastepujacy warunek: (u,v) € r1 wtedy i tylko wtedy,
gdy (f(u), (1)) € ra.

Definicja 5. Jezeli r jest porzadkiem zbioru U oraz
(u,v) ¢ ri(v,u) ¢r, to przez r + uv oznaczamy
porzadek r U {(x,y) : (z,u) € r A (v,y) € r} zbioru U.
Méwimy, ze r 4+ uv jest domknieciem przechodnim
zbioru r U {(u,v)}.

Niech U = {uq,u2,...,u,} bedzie sortowanym

zbiorem. Sortowanie rozpoczyna si¢ od totalnego
nieporzadku ro = {(u1, u1), (ug, u2), ..., (U, un)},

czyli w sytuacji, gdy nie znamy relacji pomiedzy

zadna para roéznych elementéw ze zbioru U. Niech

stan sortowania po wykonaniu pewnej liczby poréwnan
reprezentowany bedzie przez porzadek r. W nastepnym
kroku wybieramy do poréwnania elementy u; i uy,
ktérych wzajemnego uporzadkowania jeszcze nie znamy,
czyli takie ze (uj,ux) ¢ 71 (ug,uj) ¢ r. Powiedzmy,

ze jako wynik poréwnania uzyskujemy informacje:
element u; poprzedza element uy. Teraz stan sortowania
reprezentowany jest przez nowy porzadek r + ujuy.
Sortowanie konczy sie, gdy uzyskamy porzadek liniowy,
czyli gdy dla dowolnej pary (u,v) wiemy, czy jest ona
w relacji, czy tez w relacji jest (v, u).

Naiwna metoda jest nastepujaca. Zaczynamy od
totalnego nieporzadku rg. Sprawdzamy rekurencyjnie,



czy mozemy go posortowacé za pomoca C,, porownan.
Aktualnie rozwazany porzadek r mozna posortowaé

za pomocg ¢ poréwnan wtedy i tylko wtedy, gdy

¢ > 01ir jest juz posortowany (innymi stowy 7 jest
porzadkiem liniowym) albo istnieje para (uj,ug),

taka ze (uj,ur) ¢ r, (ug, u;) ¢ r i porzadki r + w;ug,

7 4+ uru; mozna posortowac za pomoca ¢ — 1 poréwnan.
Niestety liczba przypadkéw, ktére nalezy rozwazyé

jest tak ogromna, ze dla n = 12 nie uda sie zakonczy¢
sprawdzania w rozsadnym czasie.

Mozna to zrobié lepiej. Méwimy, ze porzadki 1 i 72 sa
przystajgce, jesli sa izomorficzne lub porzadek 1 jest
izomorficzny z porzadkiem dualnym do porzadku rs.
Zauwazmy, ze jesli porzadki rq i ro sa przystajace, to

do posortowania wymagaja tej samej liczby poréwnan.
Eliminowanie przystajacych porzadkéw pozwala

istotnie zmniejszy¢ liczbe rozwazanych przypadkow.
Liczbe sposobow, na jakie mozemy posortowaé

porzadek r nazywamy jego liczbqg rozszerzen liniowych

i oznaczamy przez e(r). Jezeli e(r) > 2°, to analogiczne
do uzytego dla wyznaczenia teorio-informacyjnej granicy
rozumowanie daje, ze porzadku r nie mozna posortowac
za pomocy ¢ poréwnan. Zauwazmy ponadto, ze jesli

dla danej pary (uj,uy) jeden z porzadkdw r + wjuy,

7+ upu; okaze si¢ niesortowalny, to drugiego nie musimy
juz sprawdzac.

Powyzsze spostrzezenia wykorzystal Mark Wells, aby
wyznaczy¢ S1e. Zaczynamy od zbioru Py zawierajacego
totalny nieporzadek ry. Nastepnie dla c=1,2,...,C,
tworzymy zbiory P, porzadkéw, ktére moga powstaé
po ¢ poréwnaniach. Robimy to tak, aby z niemozliwosci
posortowania wszystkich porzadkéw z P, za pomoca
C,, — ¢ poréwnan wynikala niemozliwos¢ posortowania
wszystkich porzadkéw z P,y za pomoca C,, —c+ 1
poréwnan. Utozsamiamy przy tym porzadki przystajace.
Dla kazdego porzadku r € P._; rozwazamy wszystkie
pary (u;,ug), ktérych wzajemne uporzadkowanie jest
jeszcze nieznane, czyli (uj, ur) ¢ 71 (uk, u;) ¢ r. Niech

1L =1+ Ujug, ro =T+ UpU;.

Jesliry & P.,rg ¢ Pe, e(r1) <29 ¢ie(ry) < 2977¢ to
dodajemy do P, ten z porzadkéw ry lub 7y, ktéry ma
wieksza liczbe rozszerzen liniowych. Jest to uzasadnione
przypuszczeniem, ze porzadek o wiekszej liczbie
rozszerzen liniowych jest trudniejszy do posortowania.
Remisy rozstrzygamy dowolnie. Jesli w wyniku takiego
postepowania pewien zbiér P, okaze sie pusty, to zaden
z porzadkow ze zbioru P._1 nie moze byé¢ posortowany
za pomocyg C), — ¢+ 1 poréownan. W konsekwencji rq
nie moze byé posortowany za pomoca C,, poréwnan,
czyli S, > C),. Mark Wells przeprowadzil stosowny
eksperyment w 1965 roku i po okoto 60 godzinach
obliczen komputera Maniac IT odkryt, ze S12 = Fi3 = 30.

Wada metody Wellsa jest to, ze moze ona wykazac tylko
nieistnienie algorytmu sortujacego. Dla kazdego r € P,
zachodzi 267 ~¢~1 < e(r) < 2977, Ponadto e(r) = 1
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wtedy i tylko wtedy, gdy r jest porzadkiem liniowym.
Zatem jesli Po, # (), to Po, zawiera jaki§ porzadek
liniowy jako jedyny element (wszystkie porzadki liniowe
sa izomorficzne). Niestety nie mozna na tej podstawie
wnioskowaé o istnieniu algorytmu sortujacego. Taka
sytuacja ma miejsce dla n = 13, 14.

Zaproponowaltem nastepujace rozwigzanie. Wyznaczamy
podzbiory P} C P, porzadkéw sortowalnych za pomoca
Cpn — ¢ poréwnan. Zaczynamy od Pg = Pc, . Nastepnie
kolejno dla ¢ = C,, — 1,C), — 2,...,0 sprawdzamy
wszystkie porzadki ze zbioru P.. Dla kazdego r € P,
rozwazamy wszystkie pary (uj,uy), dla ktérych

(uj,ug) ¢ ri(ug,u;j) ¢ r. Niech jak poprzednio

r1 =71+ ujuk, r2 =+ upu;. Porzadek r dodajemy

do zbioru P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
para (uj,ux), ze r1 € P, i dodatkowo 3 € P}, | lub
ro ¢ PY,, ale ry jest sortowalny za pomoca C,, — ¢ — 1
poréwnan, co sprawdzamy rekurencyjnie. Jesli ktéry$

ze zbioréow P okaze si¢ pusty, to algorytm sortujacy
nie istnieje. W przeciwnym przypadku poszukiwany
algorytm istnieje i analiza zbioréw P umozliwi jego
skonstruowanie.

Eksperymenty przeprowadzone dla n = 13,14 w latach
2002-2003 wykazaly, ze w obu przypadkach Pjy = ().
Zatem S13 > 013 =331514>Ciy = 37, a poniewaz
Fi3 =341 F14 = 38, wiec S13 = 341 S14 = 38. Ponadto
dla n = 22 eksperyment pokazal, ze Py = (), czyli

Cos =70 < S99 = Fhy = T1.
Eksperymenty dla n = 12,13, 14, 22 wykonywaly
sie na moim komputerze odpowiednio 3 s, 41 min,

392 godz., 155 dni.

Na swoich odkrywcow czekaja Sis, Sig, - - -, S19,
So3, Sa4, ... Otwartym problemem pozostaje tez
znalezienie najmniejszego n, dla ktérego istnieje
algorytm wymagajacy mniej poréwnan niz algorytm
Forda—Johnsona. Aktualny wynik pochodzi z 1981 roku
i nalezy do Jiirgena Schulte Montinga, ktéry

znalazl algorytm sortujacy 47 elementéw za pomoca
200 poréwnan, podczas gdy Fy7 = 201 (Cy7 = 198).
Istnieje uzasadnione przypuszczenie, ze szukanym
minimum moze by¢ 15 lub 16 (C15 = 41, Fi5 = 42,
Ci6 = 45, F1g = 46).

Duze znaczenie ma efektywna implementacja
przedstawionych metod. Szczegdlnie trudnymi
problemami algorytmicznymi sa rozpoznawanie
izomorfizmu porzadkéw i zliczanie rozszerzen
liniowych. Istotne przyspieszenie uzyskano stosujac
rozne heurystyki, ktérych nie sposoéb tu opisac.
Zainteresowani moga $ciagnac kod zrodlowy ze strony
autora http://www.mimuw.edu.pl/ marpe i sami
poeksperymentowaé albo moga tez siegna¢ po ksiazke
Donalda Knutha [Sztuka programowania, Tom 3,
Sortowanie i wyszukiwanie, WNT 2002], gdzie znajda
wiele dodatkowych informacji i probleméw dotyczacych
sortowania.



