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Problem najlepszego wyboru
Jacek JAKUBOWSKI, Rafal SZTENCEL

Problem ten wystepuje w literaturze réwniez jako problem wyboru sekretarki
albo problem posagu. Jest zreszta wiele sytuacji, gdy musimy dokonaé

wyboru najlepszego sposréd n pojawiajacych sie po kolei obiektéw, przy czym
do odrzuconego obiektu nie mozna wrocié. Liczba n jest znana, obiektom
mozemy przypisaé liczby rzeczywiste a, ..., a,, wyrazajace nasze preferencje
(sekretarka) lub mierzalna ceche obiektu (posag). Liczb a; nie znamy z géry,
wiemy tylko, ze sa one wszystkie rézne. W dalszym ciagu zalozymy, ze n > 3,
bowiem przypadek n = 1 nie jest interesujacy, a gdy n = 2, jest wszystko jedno,
jaka strategie wybierzemy.

Zalézmy, ze ograniczamy sie do nastepujacej strategii (ograniczenie to nie

jest w rzeczywistosci istotne; dowdd mozna znalezé w [1]): ogladamy ustalona
z gbry liczbe m obiektéw, a potem wybieramy pierwszy z pozostalych lepszy
od kazdego z obejrzanych m obiektéw. Jesli nie doczekamy sie takiego obiektu,
zadowalamy sie ostatnim. Nasuwaja si¢ dwa naturalne pytania, na ktore
odpowiemy:

1. Jakie jest prawdopodobienstwo sukcesu przy danym m, jesli za sukces
uznamy wybor najlepszego obiektu?

2. Przy jakim m jest ono najwicksze?

Obiekty, a zatem i przypisane im liczby a1, as, ..., a,, moga pojawic

sie w dowolnej kolejnosci, tworzac permutacje zbioru A = {aq,...,a,}.
Dlatego zbiér zdarzen elementarnych 2 bedzie sktadac sie ze wszystkich
takich permutacji. Przyjmiemy, ze zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne.

Przeprowadzajac doswiadczenie zapoznajemy sie z permutacja zbioru A, czyli
ciagiem a;, , 4y, . .., a;,, stopniowo. Dla dalszych rozwazan kluczowe znaczenie
ma nastepujaca

Uwaga. Jesli znamy juz pierwszych k wyrazéw powyzszego ciagu i nazwiemy je
w kolejnosci rosnacej by, ..., b, (a wiec by < ba < ... < by), to nastepny wyraz
wpada z rownymi prawdopodobienstwami do kazdego z k + 1 przedzialow:

(700, bl), (bl, bQ), (bg, bg), ey (bk, OO)
Istotnie, rozpatrzmy zdarzenie, polegajace na tym, ze a;,,, € (b1, b2). Jesli
zamienimy miejscami a;, ., i b2, to nowy wyraz (czyli b2) wpadnie do nast¢pnego
przedziatu, ktorego lewym koncem jest teraz a;, . To nowe zdarzenie musi mie¢
jednak identyczne prawdopodobienstwo, bowiem zamiana miejsc dwéch wyrazéw
ciagu ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢ pomiedzy zdarzeniami
elementarnymi, tworzacymi rozpatrywane zdarzenia.

Powyzszy argument (i cale zadanie) mozna przedstawié¢ mniej formalnie:
wyobrazmy sobie, ze jest n kandydatow do reki Alicji, ktérzy po kolei
o$wiadczaja sie. Alicja tworzy na biezaco liste rankingowa, przypisujac
kandydatom liczby a;. Zalézmy teraz, ze Bernard i Bolestaw juz zdazyli sie
o$wiadezyé, zostali odrzuceni, i na razie zajmuja (niestety) pozycje ostatnia
i przedostatnia wsréd k znanych Alicji kandydatéw. Nastepny w kolejce
jest Arnold, ktéry ma pewne szanse, ze znajdzie sie¢ miedzy Bernardem

a Bolestawem. Zalézmy, ze tak wlasnie sie zdarzyto.

Gdyby Arnold i Bolestaw zamienili sie przedtem miejscami w kolejce, to teraz
Bolestaw zastanawialby sie, jaka jest szansa, ze znajdzie si¢ miedzy Bernardem
i Arnoldem — ale nie trafitby tam, zajatby bowiem, wyprzedziwszy Arnolda,
pozycje trzecia od konca. Jasne jest, ze pierwsze zdarzenie zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy po zamianie miejsc zachodzi drugie. Skladaja sie one z tej
same]j liczby zdarzen elementarnych (ciagéw), a zamiana miejsc Arnolda

z Bolestawem ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy ciagami
tworzacymi oba zdarzenia.
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Udowodniliémy wiec, ze nowy kandydat ma takie same szanse na drugie i trzecie
(od korica) miejsce na liScie. Podobne rozumowanie pokazuje, ze sa takie same
szanse na pierwsze i drugie, trzecie i czwarte, etc.

Niech teraz By bedzie zdarzeniem ,,wybrano k-ty z kolei obiekt”, gdzie
k=m+1,m+2,...,n. Wykazemy, ze
P(By) =

m
k(k—1)

Dla dowodu zauwazmy, ze bezposrednio z Uwagi wynika, ze P(Bp41) = mLH,
bowiem (m + 1)-szy obiekt okazal si¢ lepszy od m poprzednich. Jesli nie zaszlo
B4, to — znéw zgodnie z Uwaga — prawdopodobienstwo warunkowe zajscia

Bin42 jest rowne ——. Zatem wzér na prawdopodobienstwo caltkowite daje:
P(Bm+2> = P(Bm+2|Bm+l) : P(Berl) JFP( m+2|Bm+1) P(B;n-u)
1 1
_0. m m

m+1 * m+2 m+1  (m+1)(m+2)
Latwe rachunki pokazuja, ze i dalej wszystko sie zgadza. Zdarzenia

B, - - -, By, wykluczaja sie wzajemnie, a w sumie dajg caly zbior €. Dlatego
mozemy jeszcze raz zastosowaé¢ wzor na prawdopodobienstwo calkowite w celu
wyznaczenia prawdopodobienstwa zdarzenia S,,, czyli sukcesu:

n n
k m

P(Sm)= 3 P@SulBi) PB)= 3 0t =

k=m+1 k=m+1

[
33
Mﬁ
sls

— 1
S
k=m
gdy tylko dowiemy sie, ze P(S,,|Bx) = % Aby to wykazaé, zobaczymy (znéw
korzystajac z Uwagi), jakie szanse utrzymania najwyzszej pozycji miatby k-ty
obiekt, gdyby$my zdecydowali si¢ obejrzeé je wszystkie. Wtedy obiekt o numerze
k + 1 nie moéglby przewyzszy¢ k-tego, czyli wpasé do ostatniego przedziatu:
(ai, , o), wiec musiatby wpasé do jednego z pozostalych k przedzialéw, podobnie
obiekt o numerze k + 2 do jednego z k + 1 przedzialéw (znéw: do kazdego,

z wyjatkiem ostatniego), itd. Ostatecznie
P(Su| By = kkz k+1 n 125
+1 k+2 n n
OdpowiedzieliSmy tym samym na pierwsze pytanie, teraz zajmiemy sie drugim.
Oznaczymy P(Sy,) = pm 1 zbadamy réznice p,, — pm—1:

n—1 m—1 n—1 1
N
n—1 n—1 n—1
m 1 m-1 1 m-1 1 1 1
n;k no= k n —1 nLZk ]

Zauwazmy, ze zadna z réznic nie jest réwna zeru, gdy n > 3 (dlaczego?), zatem
tylko jeden wyraz ciagu (p,,) osiaga maksimum, i jest ono wyznaczone przez
warunki

(1) ! +...+ <1
m+1 7 n-1 ’
1 1

2 — —>1

(2) m+ 4 .

rownowazne stwierdzeniu, ze p,, — pm—1 jest ostatnia dodatnia réznica.
Jesli na przyktad n = 10, to
11 1 1 1
3 -+ -+=-+-+-+-=099%<1
3) 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + ’
11 1 1 1 1

1
4 444 S42=1329>1
(4) sTiTETgtatgty=1829>1

zatem m = 3, a prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p1y = 13—0 - 1,329 = 0,399.
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Wyprowadzimy teraz przyblizenia dla m i p,, przy duzych n.

1. Jak wiadomo, In (1 4+ z) < z, gdy > —1. Wynika stad, ze In ("TH) <
Warunek (1) daje

m—+ 2 n 1 1
In(|—=)+...+In < +...+——<1,
m+1 n—1 m+1 n—1

3=

czyli
m+2 m+3 n
In . <1,
m+1 m+2 n—1
wobec tego
n <
e
m+1 ’
czyli
(5) n—e < me.

2.Jedlil>2>0,toln (}_ii) > 2z (obie funkcje przyjmuja w zerze wartosé

zero, 1 wystarczy poréwnaé tempo wzrostu obu stron, czyli pochodne).
Podstawiajac © = % otrzymujemy

| 1+ 5= (2t ol
n{——=)=In —.
17% 2n —1 n

Z warunku (2) wynika teraz, ze

2 1 2n —1 1 1
ln<m+ )—i—...—i—ln(n )>—+...—|——>1,

2m —1 2n —3 m n—1
czyli
2m+1 2m+3 2n —1
In : o > 1,
2m—1 2m+1 2n —3
co daje
2n—1 <
e
2m —1 ’
czyli
e—1
(6) n+ — > me.
3. Nieréwnosci (5) i (6) po podzieleniu przez e daja
n Lem < n + 1 1
=z m< — 4=
e e 2 2’
co pozwala na szybkie wyznaczenie m z btedem nie przekraczajacym jednosci,
jako ze w przedziale o dlugosci % — % sa co najwyzej dwie liczby calkowite.

Niestety, nie ma szans na proste wzory w rodzaju m = [”T'H], ten akurat jest
prawdziwy co najmniej dla n < 25, ale z wyjatkiem n = 10.

W dalszym ciagu m wyznaczone z warunkéw (1) i (2) bedziemy oznaczaé
przez my,, zeby podkresli¢ zalezno$¢ od n.

4. Latwo obliczy¢ granice prawdopodobienstwa sukcesu przy strategii
optymalnej, gdy n — oo: z (1) i (2) wynika, ze - + ... + —L- rézni sie od
jednoéci co najwyzej o min, a ponadto

11 m, 1 1 1

e n n e 2n  2ne

Y

wobec tego

| m 1
. n . n
nlirrgOT Z 7= lim — = —.

k=m,
Jak sie zdaje, wigkszoéé ludzi stosuje w przypadku koniecznoéci wyboru
opisana wyzej strategie, przyjmujac m = 1. Dla nieduzych n wybér ,pierwszego
lepszego od pierwszego” jest catkiem niezly, co powinno by¢ jasne w Swietle
udowodnionych zaleznoéci.

[1] E. B. Dynkin, A. A. Juszkiewicz, Twierdzenia i problemy proceséw Markowa, PWN, Warszawa
1970, rozdz. III, §1.
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