Suma pochodnych

Lev KOURLIANDTCHIK

Na LIV Olimpiadzie Matematycznej w zawodach I stopnia zostato
zaproponowane nastepujace zadanie.

Dla liczb dodatnich a,b,c,d okreslamy
A=ad+0¥+ 3+,
B = bed + cda + abe,
C=(a+b+c+d)?>
Udowodnicé nieréwnosé C < 4A + 24B.

W artykule tym opowiemy o pewnej metodzie dowodzenia nieréwnosci tego
rodzaju. Opiera si¢ ona na twierdzeniu, ktore jest uogoélnieniem nastepujacego
oczywistego lematu

Lemat. Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna oraz niech spelnione beda
dwa warunki: f(0) > 0 oraz f’(z) > 0 dla 2 nieujemnych. Wtedy f(z) > 0 dla
wszystkich x nieujemnych.

Przez f. oznaczamy dalej pochodna czastkowa funkcji f wzgledem zmiennej z;. Pochodna taka
oblicza sie w ten sposéb, ze tylko z; traktujemy jako zmienna, natomiast wszystkie pozostale

zmienne traktujemy jako stale. Np. dla funkcji f(z1,x2) = J.'%zg mamy

TR |
£, =i,
gdyz x1 potraktowali$my tu jako stalta. Podobnie dla funkcji g(z,y, z) = z2y®2* mamy
/A 3 4
g, =2zy"z",
bo tym razem y i z traktowaliSmy jako state. Pochodna czastkowa f’rq mierzy, jak ro$nie funkcja

f w kierunku z;. Jesli w jakim$ punkcie A pochodna ta jest dodatnia, to znaczy, ze w kierunku z;
od punktu A funkcja f wzrasta. Gdy pochodna ta jest ujemna, w kierunku z; funkcja f maleje.

I'wierdzenie. Niech funkcja f spelnia dla nieujemnych zmiennych
z1,22,...,T, nastepujace n + 1 nieréwnosci

f(Il,J,’Q,. .o ,:cl-_l,(),.r,iH,. ,.I?n) = 0, 1=1,2,... ,n

f;l(:L‘l, ceyTp) F f;ﬁ(;vl, cey X))t f;n(zl, s vnBin) 2 05
Wtedy f(z1,22,...,2,) > 0 dla dowolnych nieujemnych liczb 1, o, ..., x,.
Dowdd. Niech ¢y, xa, ..., 2, beda liczbami nieujemnymi oraz niech a bedzie
najmniejsza z nich. Wtedy liczby
N1 =21 —a, Y2 =2 —0y...,Yn =Tp —Q

tez sa nieujemne, przy czym przynajmniej jedna sposrod nich jest réwna zeru.
Zatem na mocy pierwszej z zalozonych nieréwnosci f(y1,vy2,...,yn) = 0.

Rozwazmy teraz okreslong dla liczb nieujemnych funkcje jednej zmiennej ¢
9@t) = flyr +ty2 +t,...,yn +1).
Zachodza nieréwnosci
9(0) = f(y1,92,---,yn) 20,
gt =f, +f+-+ L, 20

Wobec tego z lematu wynika, ze dla kazdego nieujemnego t warto$é¢ g(t) jest
nieujemna. Zatem

f(mlvfl:Qv- --s'Tn) = f(yl +a7y2 +CL,.. s Yn +CL) = g((l) 2 0'
co dowodzi twierdzenia.

Pokazemy skuteczno$¢ tej metody na kilku przyktadach.

Przyktad 1. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nieréwnos¢
a® + b+ > a®b+ b2 + Aa.
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1BC do I

lozwigzanie. Rozwazmy funkcje
fla,b,c) =a®+ b+ ¢ — a®b - b%c — Pa.
Mamy oczywiscie
f(0,b,¢) 20, f(a,0,¢) 20, f(a,b,0)>0.
Ponadto
fot fy+fi=(a=b>+(b—-c)?+(c—a)®>0.
Przyktad 2. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nier6wnosé
adc+b3a+ b > abe(a+ b+ c).

Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje

fla,b,c) =adc+b%a+ b —abe(a+b+c) = alc+ b2a + b — a’be — b*ca — *ab.
Po pierwsze jest oczywiste, ze

f(0,b,¢) 20, f(a,0,¢) >0, f(a,b,0)>0.

Po drugie

fo+ fi4 fl=(a® 4+ + & — a?b — b%c — c?a) + 2(a’c + b%a + ¢*b — 3abc) > 0,
bowiem z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng mamy

a®b + b?c + c*a > 3Va2c - b2a - c2b = 3abc.
Przvkiad 3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nieréwnosé
a® 4+ b3 + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c + a).
Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje
fla,b,¢) = a® 4 b> + ¢ + 3abc — ab(a + b) — be(b + ¢) — calc+ a).
Poniewaz jest ona symetryczna, tzn.
F(a,b.c) = fla,e,b) = f(byasc) = f(be.a) = f(e,a,b) = f(e,ba),

wiec dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy dowiesé, ze f(a,b,0) > 0.
Mamy

f(a,b,0) = a® + b* — ab(a +b) = (a + b)(a — b)* > 0.
I dalej
i+ fi+f=a®+b*+c>—ab—bc—ca>0,
co dowodzi zadanej nieréwnosci.

Zmierzymy sie teraz z zadaniem wspomnianym na poczatku artykutu. W istocie
rozwigzemy zadanie nieco trudniejsze.

Przyklad 4. Niech A, B, C beda takie, jak w wyjsciowym zadaniu z LIV OM.
Udowodni¢ (mocniejsza od oryginalnej) nieréwnosé
C <4A+15B.

Rozwigzanie. Przyjmijmy
fla,b,c,d) = 4(a® 4+ b® + ¢ + d*) + 15(bed + cda + dab + abe) — (a + b+ c+d)* =

=3(a® + b3 +  + d®) + 9(bed + cda + dab + abe) — 3(a®b + a’c + a’d+

+b2a 4 b%c + b%d + 2a + c?b + 2d + d*a + d?b + d*c).

Wykazemy, ze funkcja ta spelnia zalozenia twierdzenia. Poniewaz jest ona

symetryczna, wiec dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy sprawdzic,
ze zachodzi nieréwnosé f(a,b,c,0) > 0. Mamy

f(a,b,c,0) = 3(a® + b® + 3 — a®b — a’c — b%a — b*c — c®a — c*b + 3abe).
Dalej mamy
fo+ fo+ fi+ fi =6(ab+ac+ ad + be + bd + cd) > 0,
co konczy dowdd.

Zainteresowanemu Czytelnikowi proponuje samodzielnie udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.
Niech o, B3 beda takimi liczbami dodatnimi, ze o + > 16, 3a + 3> 27. Wtedy prawdziwa jest
nieréwnosé C < aA + 3B.
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