
  

Suma pochodnych 

Lev KOURLIANDTCHIK 

Na LIV Olimpiadzie Matematycznej w zawodach I stopnia zostało 

zaproponowane następujące zadanie. 

Dla liczb dodatnich a, b, c, d określamy 

A= +6 +6 +d*, 
B =bcd + cda + abc, 

C=(a+b+c+d). 

Udowodnić nierówność C < 4A + 24B. 

W artykule tym opowiemy o pewnej metodzie dowodzenia nierówności tego 

rodzaju. Opiera się ona na twierdzeniu, które jest uogólnieniem następującego 

oczywistego lematu 

Lemat. Niech funkcja f będzie różniczkowalna oraz niech spełnione będą 

dwa warunki: f(0) > O oraz f'(z) > O dla x nieujemnych. Wtedy f(x) > 0 dla 
wszystkich z nieujemnych. 

Przez f,. oznaczamy dalej pochodną cząstkową funkcji f względem zmiennej z,. Pochodną taką 

oblicza się w ten sposób, że tylko z, traktujemy jako zmienną, natomiast wszystkie pozostałe 

zmienne traktujemy jako stałe. Np. dla funkcji f(1,,12) = aiz mamy 

U SyB EPO 
gdyż x, potraktowaliśmy tu jako stałą. Podobnie dla funkcji g(z,y, z) = z?y*z* mamy 

o 3_4 
g, =2xay z , 

bo tym razem y i z traktowaliśmy jako stałe. Pochodna cząstkowa Tes mierzy, jak rośnie funkcja 

f w kierunku z;,. Jeśli w jakimś punkcie A pochodna ta jest dodatnia, to znaczy, że w kierunku z; 

od punktu A funkcja f wzrasta. Gdy pochodna ta jest ujemna, w kierunku z; funkcja f maleje. 

Pwierdzenie. Niech funkcja f spełnia dla nieujemnych zmiennych 
Xj,T9,...,Tq następujące n + l nierówności 

f(11,12,. .. sBi=q, 0,1: « se pd) > 0, 4=1,2,... ,n 

Ja Fu 111,%n) + ARE ss:yBn) +... E JG sssgiByy,) 22 0: 

Wtedy f(a1,1o,...,1,) 2 O dla dowolnych nieujemnych liczb 11, 19,...,Tn. 

Dowód. Niech 1;,12,...,1n będą liczbami nieujemnymi oraz niech a będzie 

najmniejszą z nich. Wtedy liczby 

YHU=11-0, Ye =12 -0,...,yn=ln-d 

też są nieujemne, przy czym przynajmniej jedna spośród nich jest równa zeru. 

Zatem na mocy pierwszej z założonych nierówności f(y1,Y2---+Yn) 20. 

Rozważmy teraz określoną dla liczb nieujemnych funkcję jednej zmiennej £ 

g(t) = Flm +t,y2 + t,-..,Yn Ft). 
Zachodzą nierówności 

g(0) = F(YnY2:---Yn) 2 0, 

g (6) = fy, +fy +. + fy, 20. 

Wobec tego z lematu wynika, że dla każdego nieujemnego t wartość g(t) jest 

nieujemna. Zatem 

f(%1,%2,. s zz dy) = flv + a, y2 Oy *;Yn + a) = g(a) 2 0, 

co dowodzi twierdzenia. 

Pokażemy skuteczność tej metody na kilku przykładach. 

Przykład 1. Udowodnić, że dla dowolnych liczb nieujemnych a,b, c zachodzi 

nierówność 

a? +b +e* > a?b+b?c+ ca. 
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Rozwiązanie zadania M 1075. 

  

Rozwiązanie zadania M 1077. 

    

ipełnijmy trójkąt ABC do kwadratu 

tozwiązanie. Rozważmy funkcję 

f(a,b,c) = a? + b + © — a?b — bbc— ca. 

Mamy oczywiście 

f(0,b,c)20, f(a,0,c)>0, /f(a,b,0) 20. 

Ponadto 

fa + + fe = (a—b)?* + (b— c)? + (c- a)” > 0. 
Przykład 2. Udowodnić, że dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, c zachodzi 

nierówność 

a*c+ ba + c*b > abc(a +b+ 0). 

Rozwiązanie. Rozważmy funkcję 

f(a,b,c) =a?c+ ba + cb — abc(a+b+c) = a$c+ ba + Hb — a?bc — bca — ab. 

Po pierwsze jest oczywiste, że 

f(0,b,c)20, f(a,0,c)20, f(a,b,0) 20. 

Po drugie 

f,+fh+f,=(a +b +c — ab bc— ca) + 2(a”c+ ba + cb — 3abc) > 0, 

bowiem z nierówności między średnią arytmetyczną i geometryczną mamy 

ażb + bc + ea > 3Vażc: bła : cb = 3abc. 

Przykład 3. Udowodnić, że dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, c zachodzi 

nierówność 

a? +b? + ć* + 3abc > ab(a + b) + be(b + c) + ca(c + a). 

Rozwiązanie. Rozważmy funkcję 

f(a,b,c) = a$ +b + c? + 3abc — ab(a + b) — be(b + c) — ca(c+ a). 

Ponieważ jest ona symetryczna, tzn. 

f(a,b,e) = f(a,c,b) = Flb,a,e) = f(b,c,a) = F(e,a,b) = f(c,b,a), 
więc dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy dowieść, że f(a,b,0) 2 0. 

Mamy 

f(a,b,0) =a* +b — ab(a +b) = (a+b)(a — b)” >0. 
I dalej 

f,+f,+f,=a +b +c —ab—bc—ca>0, 

co dowodzi żądanej nierówności. 

Zmierzymy się teraz z zadaniem wspomnianym na początku artykułu. W istocie 

rozwiążemy zadanie nieco trudniejsze. 

Przykład 4. Niech A, B, C będą takie, jak w wyjściowym zadaniu z LIV OM. 

Udowodnić (mocniejszą od oryginalnej) nierówność 

C 4<4A+ 15B. 

Rozwiązanie. Przyjmijmy 

f(a,b,c,d) = 4(a* +b? + 3 + d3) + 15(bed + cda + dab + abc) — (a+b+c+d)*” = 

= 3(a$ + b? + c* + d3) + 9(bcd + cda + dab + abc) — 3(a?b + a?c + a?d+ 

+bŻa + bc + bd + Ca + b + Cd + da + d?b + dźe). 

Wykażemy, że funkcja ta spełnia założenia twierdzenia. Ponieważ jest ona 

symetryczna, więc dla sprawdzenia pierwszego warunku wystarczy sprawdzić, 

że zachodzi nierówność f(a,b,c,0) ż 0. Mamy 

f(a,b,c,0) = 3(a” +b? + c? — a?b— a?c— ba — bc — Ca — c?b + 3abe). 

Dalej mamy 

fa +5 + f. + fa = 6(ab+ac+ad+bc+bd+ cd) >0, 

co kończy dowód. 

Zainteresowanemu Czytelnikowi proponuję samodzielnie udowodnić następujące twierdzenie. 

Niech a, B będą takimi liczbami dodatnimi, że a + 8216, 3a+8>27. Wtedy prawdziwa jest 

nierówność C < aA + BB. 
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