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Rozklad ladunku elektrycznego
w dwuwymiarowym przewodniku

Roman WERPACHOWSKI

W przyrodzie rozrézniamy materialy przewodzace, w ktérych tadunek
elektryczny moze sie swobodnie przemieszczad, i izolatory, w ktorych takiej
swobody nie ma. W obu typach materialow moze wystepowac niezerowy
tadunek elektryczny, wytwarzajac pole elektryczne wewnatrz i na zewnatrz
probki. W przewodniku taki tadunek nazywamy tadunkiem swobodnym.
Jego nosnikami sg elektrony swobodne (niezwigzane z atomami sieci
krystalicznej). Oprocz tego zrédlo pola moze znajdowaé si¢ na zewnatrz
prébki (mozemy obok polozyé druga albo wlozy¢ naszag probke miedzy okladki
kondensatora). Nie bede sie zajmowal takim przypadkiem, ograniczajac sie
do sytuacji, w ktorej jedynym zrédlem pola sa tadunki swobodne wewnatrz
przewodnika.

Jezeli pole elektryczne wewnatrz przewodnika jest rézne od zera, elektrony
swobodne poruszaja sie pod jego wplywem i ich rozklad ulega zmianie. Rozklad
tadunku bedzie w stanie réwnowagi (nie bedzie zmienial sie¢ w czasie), kiedy pole
elektryczne wewnatrz przewodnika zniknie. Elektrony, przemieszczajac sie, same
zmieniaja pole elektryczne, i to w taki sposéb, zeby calkowite pole zmniejszylto
sie (w ten sposéb uktad ,przewodnik + tadunki swobodne” minimalizuje

swoja energie). Gdyby przewodnik byl nieskonczenie duzy (nie mial brzegéw),
rozkladem, dla ktérego zachodzitaby réwnowaga (rozkladem réwnowagowym),
bylby rozklad jednostajny, ze stata gestoscia ladunku. Istnienie brzegéw
powoduje, ze rozklad tadunku swobodnego w przewodniku skoniczonym

(z brzegami) nie jest jednostajny.

OdpowiedZ na pytanie ,to jaki jest rozklad rownowagowy?” przynosi nam prawo
Gaussa: liczba linii pola elektrycznego wychodzacych z zamknietej powierzchni
jest wprost proporcjonalna do tadunku zawartego wewnatrz niej. Skoro, w stanie
réownowagi, wewnatrz przewodnika pole elektryczne musi by¢ réwne zeru,

nie moze tam by¢ zadnych tadunkéw swobodnych. Gdzie sie wiec podzialy?
Caly tadunek znajduje sie na brzegu przewodnika, gdyz tam jedynie moze byé
niezerowe pole elektryczne.

Wydawac by sie moglo, ze znamy juz odpowiedZ na dreczace nas pytanie,
1 w tym miejscu artykul powinien sie skoniczy¢. Tak jednak nie jest.

Symbolem ¢;; oznaczam iloé¢ ladunku zgromadzonego

przewodnika trojwymiarowego. Co si¢ stanie, jezeli w elementarnym kwadraciku o indeksach i, 7. Jest ona
wyobrazimy sobie przewodnik jako dwuwymiarows rowna

? ia sie ré [2 1\ I 1\ !
plaszczyzne? Do ustalenia si¢ rownowagowego rozkladu e i | | e o f B s
ladunku w przewodniku dwuwymiarowym potrzeba ¥ N2 2/ N’ 2) N)’
1 wystarcza, zeby réwnolegla do jego powierzchni gdzie p(z,y) jest gestoécia tadunku w punkcie

sktadowa pola elektrycznego byta réwna zeru. Sktadowa o wspélrzednych (z, ).
prostopadta nie musi by¢ réwna zeru, a co za tym idzie,

z dowolnego punktu przewodnika moze wychodzié
niezerowa liczba linii pola. To z kolei oznacza, ze

w takim punkcie moze si¢ znajdowaé niezerowy
ladunek elektryczny! Problem wiec istnieje, a do jego
rozwiazania, jak pokaze, warto zaprzac komputer.

Interesuje nas rownowagowy rozktad tadunku
elektrycznego p(z,y) na powierzchni kwadratowej ptytki
przewodzacej o boku dlugosci I. Okresla go warunek
stalosci potencjalu na plytce; w naszym przyblizeniu
oznacza to, ze potencjal generowany przez tadunki g ;-
skoncentrowane na $rodkach kwadracikéw o indeksach

POSh}iQ si¢ przyblizeniem: plytke kwadratowa o boku [ i’,j' jest taki sam, kiedy zmierzy sie go na srodku
podzielg na N x N malych kwadracikéw, zakladajac, dowolnego kwadracika o indeksach i, j:

ze wewnatrz kwadracika gestosé ladunku jest stala. NN
Calkowity tadunek na plytce jest ustalony i réwny 2) Vii=— @y =V
N N @) ! l;];::l\/(i-i')“r(j—j’)?
(1) Z Z %ij = Qrot- (korzystam z ukladu jednostek Gaussa). Jednoczesnie

i=1 j=1

musi by¢ spelniony warunek (1).
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Analiza wymiarowa wskazuje, ze staly potencjal Vj
zalezy od catkowitego tadunku Q¢ i dlugosci boku
plytki I:
Qtot

l b
gdzie « jest bezwymiarowa stala. Jeduym z naszych
celow jest znalezienie tej stalej dla réznych wartosci N.

(3) VW=«

Uwazny Czytelnik zauwazy pewien problem pojawiajacy
si¢ w obliczeniu potencjatu V;;. Otéz dla ¢’ =iij =j
w mianowniku pojawia si¢ zero. Te wyrazy w sumie
musimy wiec potraktowaé inaczej.

Przypadek i’ = i, j/ = j odpowiada obliczaniu
potencjalu generowanego przez rozktad tadunku
zawartego w kwadraciku otaczajacym interesujacy
nas punkt. Zgrubne przyblizenie, polegajace
na zastapieniu rozkladu ciagtego rozkladem punktowym
skoncentrowanym w srodkach kwadracikéw (na tym
polega przyblizenie (2)) prowadzi do pojawienia si¢ pod
znakiem sumy nieskonczonych wyrazéw. Potraktujemy
te wyrazy oddzielnie, zastepujac realny rozklad ciagly
rozktadem jednostajnym: obliczajac V;; przyjmujemy,
ze na (4, j)-tym kwadraciku ladunek g;; jest rozlozony
jednostajnie, czyli ze gestosé tadunku w tym kwadraciku
jest réwna

N3g; j

2z -

Nastepnie, obliczymy wklad do potencjalu pochodzacy
od tego kwadracika w pewien specjalny sposéb,
otrzymujac na koncu wynik:

(4) V1;j = 3,52494Nqij/l+

+¥ >, -
@ity V= TP+ =)
Obliczenie pierwszego czlonu wzoru (4) wymaga nieco
sprytu. Kwadracik (¢, j) podzielimy na nieskoficzenie
cienkie ,ramki” (patrz rys. 1) o boku réwnym ich
podwojonej odleglosci od $rodka kwadracika i najpierw
scatkujmy po kazdej z nich, a nastepnie wklady

do potencjatu od ramek.

Rys. 1. Podzial kwadracika przy catkowaniu.

N2 [U@N) [ rl/(@2N) y
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Wartosc¢ tej catki wynosi w przyblizeniu 3,52494Ng;; /1.
Gdybysmy wybrali inny sposéb obliczenia, mogliby$my
uzyska¢ po drodze funkcje podcatkows przyjmujaca

nieskonczone wartosci. Taki sposéb ominiecia problemu
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nazywa sie reqularyzacjg calki, i jest to chwyt uzywany
przez teoretykéw w wielu dziatach fizyki.

Najprostszym sposobem na znalezienie konkretnego
rozwigzania jest przyjecie, ze szukamy rozktadu ladunku
generujacego staly rozktad potencjatu o zadanej
wartosci Vp. Zsumowanie wszystkich ¢;; da nam wartos¢
catkowitego tadunku Qot, co — razem ze znajomoscia !
— pozwoli obliczy¢ stala a ze wzoru (3). Obliczenie
rozkladu o zadanym catkowitym ladunku Q4o
sprowadzi si¢ wowczas do przeskalowania jakiegokolwiek
rozwigzania z zadanym Vy wedlug wzoru

= aQiot
(5) PRun = =PV

Warunek (4) jest rownowazny ukladowi rownan
liniowych na g;;:

N N

i'=1j'=1
gdzie fop jest réwne 3,52494N/1, a
N

fu=th=s————m.

R N

Rozwigzanie takiego ukladu jest juz bardzo proste

i wymaga uzycia odpowiedniej procedury numeryczne;j.
Warto zauwazyé, ze jesli zapiszemy uklad réwnan (6)
w postaci macierzowej A - X = B, to macierz A
wspolczynnikéw rownania bedzie symetryczna.

Rysunek 2 pokazuje rozklad ladunku Qo = 1 na plycie
kwadratowej o dlugosci boku [ = 1 podzielonej na 70x70
kwadracikéw.

Rys. 2. Rozklad tadunku na ptycie 70x70.

Widaé, ze tadunek jest rozlozony na calej powierzchni
plyty. Jeszcze lepiej widaé to na rysunku 3 pokazujacym
przekréj gestosci tadunku przez srodek plyty
(réwnolegly do jej boku).
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Rys. 3. Przekrdj gestosci tadunku przez $rodek ptyty 70x70.



7 kolei rysunek 4 pokazuje zalezno$¢ wspotcezynnika o
od N (pierwiastka kwadratowego z liczby kwadracikéw,
na ktore podzielono plyte).
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Rys. 4. Wartosci wspétczynnika o dla réznych N.

Analiza metoda najmniejszych kwadratéw pokazuje,
ze zaleznoé¢ ta jest postaci « = A+ B/N, gdzie
A~2724+0,001, B~ 0,76 + 0,007.

Gestos¢ tadunku w naroznym kwadraciku zalezy
od parametru N jak A + Bv/N. Analiza metoda
najmniejszych kwadratéw daje nam wartosci
A~ -194+0,2, B=~1,36+0,04.

Podobnie jest z gestoscia tadunku posrodku krawedzi
plyty, tutaj réwniez zaleznos$é¢ ma charakter A + BvV/N,

dla A=~ 0,11 +0,01, B ~ 0,413 4+ 0,001. Prosty rachunek
pokazuje, ze dla N — oo caly tadunek znajduje sie
we wnetrzu plyty przewodzacej (czyli nie na brzegach).
Istotnie, zsumowanie gestosci tadunku znajdujacego sie
na skrajnych kwadracikach daje tadunek

2
(7) Gbrzegowy ~ 4N% <A = Bm) NT:O 0.
Inna sytuacja zachodzi na srodku plyty, gdzie zaleznosé
gestosei tadunku od N ma charakter A+ B/N.
Parametry A i B maja wartoéci A ~ 0,4836 £ 0,0002,
B =~ 0,319 + 0,006, a wspolczynnik korelacji jest rowny
R = 0,999. Tu z kolei, kiedy wybierzemy sobie maly
obszar na srodku plyty o stalym polu powierzchni S
i zsumujemy ladunek znajdujacy sie na nim, to
otrzymamy

(8) Qérodek:S(A +B/N)NT' SA #U
Powyzsze wyniki sa bodaj najwazniejsze, poniewaz
uzmyslawiaja nam najwieksza roéznice miedzy
przewodnikiem dwuwymiarowym a tréjwymiarowym:
w tym ostatnim caly ladunek gromadzi sie na brzegu
(Qbrzegowy =2 Qtot» Qérodek — 0),

odwrotnie niz w przypadku dwuwymiarowym.

Autor dzigkuje swojej Zonie Agnieszce za cenne uwagi
krytyczne.

Uogoélniony wzoér Eulera dla wieloscianéw  Adam PIWOCKI

W XVIII wieku Leonard Euler stwierdzil, ze

w kazdym wieloscianie wypukiym Scian i wierzchotkéw
jest razem dokladnie tyle, ile jest krawedzi plus dwa.

Jezeli oznaczymy wierzcholki, krawedzie i Sciany
odpowiednio przez Ny, N1 i Na, to twierdzenie Eulera
mowi, ze:

No+ Ny =N;+2 lub Ng— Ny + Ny =2.
(Lewa strone drugiej réwnosci nazywa sie
charakterystykq Eulera-Poincarégo, jest ona waznym
niezmiennikiem topologicznym.)

Roéwnanie Eulera ma swoja wersje dla wielokatow,
mianowicie
kazdy wielokqt wypukly ma tyle wierzchotkow,
co krawedzi,
czyli
N0:N1 lub No—Nl =10
Gdzie jest dwojka? Poszukajmy jej w jeszcze nizszym
wymiarze:

kazdy odcinek na prostej ma dwa wierzchotki koncowe,

tzn. Ny = 2. Tu prawa strona znowu wyglada jak
w pierwotnym réwnaniu Eulera, wiec moze jest
blad we wzorze dla wielokatéw? Nie. Dla
swieloScianu” w przestrzeni czterowymiarowej
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wierzcholkow i $cian jest tyle, co krawedzi i komorek
trojwymiarowych,

czyli
NQ+N2=N1+N3 lub NQ—N1+N2-N3=0.

Widaé to na przykladzie 4-sympleksu (patrz Delta
8/2004), ktéry sklada sie z pieciu czworodcianow
sklejonych $cianami, wiec ma 5 komoérek
tréjwymiarowych, 10 Scian, 10 krawedzi i 5
wierzchotkéw. Jednak odpowiedz na pytanie

dlaczego na przemian pojawia si¢ zero i dwdjka?

podal Schléfli, uogélniajac jeszcze bardziej wzor
Eulera. Jesli przez Ny oznaczymy liczbe komérek
k-wymiarowych w n-wymiarowym wielo$cianie (k < n),
to mamy:

Nog— Ny + Ny — N3+ ...+ (—1)n_1Nn_1 =1—-(-1)"
Teraz ten wzor zagmatwamy jeszcze bardziej.
Zauwazmy, ze wieloécian, ktérego najwieksze
LSciany” sa (n — 1)-wymiarowe, ma n-wymiarowe
wnetrze podzielone na N, czedci (ograniczajac sie
do wielo$cianéw mniej lub bardziej regularnych,
dostajemy N,, = 1). Oznaczmy przez N_; liczbe czesci,
na ktére wieloscian dzieli swoje ,zewnetrze”, czyli
dopelnienie (w przypadku takich wieloscianéw N_; = 1).
Woéwezas wzor Schlifliego ma postaé:

No—Ni+Ng— ...+ (=1D)" N,y + (-1)"N,, = N_;.




