Obroty w zadaniach geometrycznych

Rozwazmy na plaszczyznie dwie proste 1, £
przecinajace sie¢ w punkcie O. Przypusémy, ze kat
miedzy tymi prostymi (mierzony od prostej ¢4
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) ma miare a/2.
Niech Sy, oznacza symetri¢ osiowa wzgledem prostej
¢; (i =1,2). Bez trudu mozemy zauwazy¢, ze zlozenie
tych symetrii Sp, o Sy, jest obrotem o kat o wokot
punktu O, ktéry oznaczymy przez Og. Odwrotnie,
jesli mamy dany obrét Og, to wybierajac dowolng
prosta ¢ przechodzaca przez punkt O, a nastepnie
prowadzac przez O prosta {9 tworzaca z £; kat o mierze
a/2, mozemy przedstawi¢ O w postaci zlozenia
symetrii osiowych Sy, o Sy, . Tak wigc dowolny obrét
jest zlozeniem dwodch symetrii osiowych o osiach
przechodzacych przez srodek obrotu. Zauwazmy przy
tym, iz jedna z osi moze byé wybrana dowolnie.
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Rozwazmy dwa obroty O% oraz Og. Zastanowimy

sie, jakim przeksztalceniem jest zlozenie (’)g o0 0%
tych obrotéow. W przypadku, gdy A = B, odpowiedz
jest natychmiastowa. Otrzymujemy obrét OZH’.
Mniej oczywista jest sytuacja, gdy A i B sa réznymi
punktami.

Poprowadzmy przez punkty A i B prosta ¢. Nastepnie
narysujmy

e przez punkt A prosta {4 tworzaca z prosta ¢ kat
o mierze «/2 (mierzony od prostej £4),

e przez punkt B prosta g tworzaca z prosta ¢ kat
o mierze —(3/2 (mierzony od prostej £g).
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Piotr GRZESZCZUK

Na mocy powyzszych uwag rozwazane obroty mozemy
przedstawi¢ w postaci zlozenia symetrii osiowych

Oi:SgOSgA, Og:SgBOSg.

Tak wiec,
Of00% = (Stp 08e) 0 (Se0Se,) =

=SgB O(S[OS[)OSgA ZSgB OSgA.
gdyz Sp o Sy jest, oczywiscie, przeksztalceniem
tozsamosciowym. Teraz staje si¢ jasne, ze jesli proste
{4 i {p przecinaja sie w punkcie X, to

0% o 0% = %P,

W przypadku, gdy proste £4, {5 sa réwnolegle (ma to
miejsce wtedy, gdy a + 3 jest calkowita wielokrotnoscia
kata 360°), zlozenie rozwazanych obrotéw jest

przesunieciem (jako zlozenie dwoch symetrii osiowych
o osiach réwnoleglych).

Podsumowanie. Jezeli niezerowe katy «, 3 sa takie, ze
«a + [ nie jest calkowita wielokrotnoscia 360° oraz

A+ B, to 03009

(*) jest obrotem (’)g‘{"ﬁ , gdzie X jest wierzchotkiem
tréjkata X AB, takiego ze < XAB = «/2
i XBA=—p/2;

(x%) w szczeg6lnosci jesli o + = 180°, to O 0 O
jest symetria srodkowa wzgledem punktu X
(wyznaczonego w analogiczny jak wyzej sposob).

Umowa: < XY Z oznacza kat miedzy polprostymi Y X
i Y Z mierzony od polprostej Y X.

Ponizej przedstawimy kilka zadan, w rozwiagzaniach
ktérych zastosujemy obroty.

Zadanie 1. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC
obrano punkt P, taki ze AP =a, BP =b, CP = ¢, gdzie
a® + b? = ¢®. Wyznaczy¢ dlugoéé boku trojkata ABC.

A B

Rozwigzanie. Rozwazmy obrét (9?400 oraz punkt

P’ = 0%°(P). Zauwazmy, ze 0%’ (B) = C. Tak wiec
O%°(BP) = CP' i w szczegblnosci CP' = b. Tréjkat
APP’ jest réwnoboczny, wiec PP’ = a. Z zalozen
wynika, iz <PP'C = 90°, czyli < AP'C = 150°. Stosujac
twierdzenie kosinuséw do tréjkata ACP’, uzyskujemy

AC? = a2 + b? — 2abcos 150° = a? + b2 + abV/3.
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Zadanie 2. Na plaszczyznie dane sg dwa trojkaty
réwnoboczne ABC 1 CDE (majace wspolny
wierzcholek C') oraz punkty F i G, takie ze AD = AF,
BE = BG i <DAF = < EBG (jako katy skierowane).
Wykazaé, ze trojkat CFG jest réwnoboczny.

Rozwigzanie. Rozwazmy obrét (’)goo. Zauwazmy, ze
0%°(A) = B, OX° (D) = E, czyli 0¥°(AD) = BE.
Stad w szczegdlnosci AD = BE. Na podstawie zalozen
(AD = AF, BE = BG oraz <DAF = <EBG)
trojkaty AFD i BGE sa przystajace. Tak wiec
0%°(AAFD) = ABGE, czyli O%° (F) = G.

Trojkat CFG jest zatem rownoboczny.

Zadanie 3. [LV Olimpiada Matematyczna,
zadanie 4] Dany jest trojkat ostrokatny ABC.
Rozwazamy wszystkie takie trojkaty réwnoboczne

XY Z, ze punkty A, B, C sa punktami wewnetrznymi
odcinkéw YZ, ZX, XY. Dowiesé, ze srodki ciezkosci
wszystkich rozwazanych tréjkatéow leza na jednym
okregu.

Rozwigzanie. Rozwazmy dowolny trojkat XY Z
spelniajacy warunki zadania. Niech S bedzie jego
srodkiem ciezkosci. Zauwazmy, ze bok BC' jest widziany
z punktu X pod katem 60°, a wiec X lezy na okregu
opisanym na trojkacie rownobocznym zbudowanym
zewnetrznie na boku BC'. Analogicznie Y i Z leza

na okregach opisanych na tréjkatach réwnobocznych
zbudowanych odpowiednio na bokach AC i AB.
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Oznaczmy przez K, L, M kolejne érodki tych okregow.
Z twierdzenia Napoleona (patrz np. Delta 6/2004)
wynika, ze trojkat K LM jest réwnoboczny. Niech
O oznacza jego $rodek ciezkosci. Proste XS, Y'S,
7S (jako dwusieczne katéw wewnetrzych trojkata
XY Z) przecinaja w polowie krotsze tuki BC, AC, AB
narysowanych okregéw. Srodki tych tukéw oznaczmy
kolejno przez P, Q, R. Zauwazmy, ze
05" =0 0 0% = 0F" 0 O
Mamy wiec
08" (R) = O (0" (R)) = 08" (4) = Q
oraz
08" (Q) = 0 (0 (@) = 08" (€)= P.
Stad natychmiast wynika, ze trojkat PQR jest
rownoboczny i jego érodkiem ciezkosei jest punkt O.
Pozostaje wykazac, iz S lezy na okregu opisanym
na trojkacie PQR. W tym celu, poniewaz
IXSY =4YSZ =<xZSX =120°

oraz P, @, R naleza odpowiednio do prostych SX,

SY, SZ, wystarczy zauwazy¢, ze S nie jest punktem
wewnetrznym trojkata PQR. W przeciwnym razie,
boki trojkata PQR sa widziane z punktu S pod katem
120°, a wiec S = O. Wtedy punkt O lezy na zewnatrz
okregoéw opisanych na ,dobudowanych” na poczatku
trojkatach réwnobocznych. Oznacza to, ze kazdy

z katéw AOB, BOC, COA ma miare mniejsza od 120°,
co jest niemozliwe.

Zadanie 4. Boki BC' i AC tréjkata ABC sa
jednoczesénie bokami kwadratéw BKLC i CMNA
(lezacych na zewnatrz tréjkata ABC'). Punkty Q i S
sg odpowiednio $rodkami odcinkéw AB i LM, a Pi R
$rodkami kwadratow CMNA i BKLC. Wykazaé, ze
czworokat PQRS jest kwadratem.

Rozwigzanie. Rozwazmy przeksztalcenie S = O o O
bedace zlozeniem dwéch obrotéw o kat 90° wokot
punktéow R i P. Na podstawie (x%) S jest symetria
srodkowg wzgledem punktu X, takiego ze X X RP = 45°,
I XPR = —45°. Z drugiej strony zauwazmy, ze

S(L) = 0% (0?{]" (L)) = 0% (C) = M.

Tak wiec srodek X symetrii S pokrywa sie

ze $rodkiem S odcinka LM. W szczegblnosci PRS
jest rownoramiennym tréjkatem prostokatnym.
Rozwazajac analogicznie zlozenie obrotéw (9%00 o O?,OO,
dowodzimy, ze PQR jest rowniez rownoramiennym
trojkatem prostokatnym. Tak wiec czworokat PQRS
jest kwadratem.



Zadanie 5. Punkty K, L, M sa srodkami kwadratow
zbudowanych zewnetrznie na bokach AB, BC, CA
trojkata ABC. Wykazaé, ze

(a) odcinki KM i AL sa prostopadte,

(b) $rodki odcinkéw AB, AL, AC'i MK sy
wierzchotkami kwadratu.

Rozwigzanie. Przez N, O, P i R oznaczmy kolejno
$rodki odcinkéw AB, AL, AC' i KM.

(a) Na podstawie zadania 4 stwierdzamy, ze M NL
jest prostokatnym tréjkatem réownoramiennym, przy
czym X LNM = 90°. Zauwazmy, ze O?\?o (A=K
oraz OY° (L) = M. Tak wigc O (AL) = KM.

W szczegdlnosei odeinki AL i KM sa prostopadle.

(b) Z (x+) wiemy, ze O 0 O%" jest symetria
srodkowa Sy . Poniewaz O 0 O (M) = K, wiec
$rodek X tej symetrii pokrywa sie ze srodkiem R
odcinka K'M. Ponadto z (x) wynika réwniez, ze

PRN jest prostokatnym trojkatem rownoramiennym.
Z zadania 4 wynika, ze < K PL = 90° oraz PK = PL.
Tak wiec OF° 0 O’ (4) = L. Stad 0P 0 O° jest
symetrig srodkowa wzgledem srodka O odcinka AL oraz
tak jak poprzednio NOP jest prostokatnym tréjkatem
rownoramiennym. Ostatecznie czworokat NOPR jest
kwadratem.

Redaguje Mikotaj KORZYNSKI

F 629. Kula o masie M porusza sie¢ w kierunku kuli o masie m, za ktora stoi

dokladnie dwa razy?

Sciana (rys. 1). Jaki musi by¢ stosunek mas kul, aby obie kule zderzyly sie

Rozwiazanie na str. 16

F 630. Na orbicie kotowej o promieniu R wokol planety o masie M zderzaja
sie¢ dwa ciata o masach m i my. W wyniku zderzenia powstaja dwa ciata
o jednakowych masach, poruszajace si¢ po orbitach kolowych o tym samym

zderzenia?

Rozwiazanie na str. 16

promieniu, lecz nachylonych pod katem 45° do orbity poczatkowej (rys. 2).
Jaki byt stosunek mas cial m; i mo i jaka energia wydzielila sie podczas

Redaguje Waldemar POMPE

M 1075. Rozstrzygnad, czy istnieje taka liczba
caltkowita n, dla ktorej liczba

. e |
jest podzielna przez 25.
Rozwiazanie na str. 9

M 1076. Na przyprostokatnych AC i BC tréjkata
prostokatnego ABC' budujemy, po jego zewnetrznej
stronie, trojkaty rownoboczne ACE i BC'F. Ponadto na
przeciwprostokatnej AB budujemy tréjkat réwnoboczny
ABD przy czym C' i D leza po tej samej stronie prostej
AB (rys. 3).
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Rys. 3 A B

Wykazaé, ze pole tréjkata ABC' jest rowne polu
czworokata ECFD.
Rozwiazanie na str. 3

M 1077. W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym
ABC (AB = AC, rys. 4) punkty D i E leza
odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym

XCDE = 45° oraz DE = 2 - AD . Wyznaczy¢ miare
kata ACD.
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Rys. 4 A D B

Rozwiazanie na str. 9



