Klllb 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

A vrd ]
Vydz

alu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kornica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
s lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan: nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

) 31 XII 2004 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
UWAGA! i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
ZMIANA ADRESU punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

- o I R Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
DO KORESPONDENCJI! http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html. ¢ ‘

5 4,50 : : Zadania z atematvk ~ 487. 488
Clnesknies Tigh andniowed Zadania z matematyki nr 487, 488

Klub 44 M Redaguje Marcin E. KUCZMA

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
475 (WT = 1,28) i ‘127/‘250((JTT =2.88)  487. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f, okreglone na zbiorze wszystkich liczb
Z numeru ool 5 . - i
nieujemnych, o wartosciach w tym samym zbiorze, majace ciagla pochodng f’

Jerzy Cisto — Wroctaw 45,14 2

J6sef Siwry ~ Laziska Gorne 43,54 1 Spelniajace nieréwnosé f/(z) > (f(z))” dlaz > 0.

Witold Bednarek — Lédz 40,04 B e L X . . . , X .

Zbigniew 488. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele uktadéw 23 kolejnych liczb
Sewartowski — Wieliczka 39,73 mnaturalnych, ktérych suma kwadratéw jest kwadratem liczby naturalnej.

Marian

Lupiezowiec — Zebrzydowice 39,64 Zadanie 488 zaproponowal pan Witold Bednarek z FLodzi.
Michatl Kieza — Warszawa 38,49

Michat Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2004
Jézwikowski — Blonie 38,07 . 5% P
Janusz Olszewski — Suwalki 37,90 Przypominamy tres¢ zadan:
Andrzej Daniluk — Krakéw 34,80 IR - T mmm— ; -

Mamy kolejnego Weterana. Pan il
Jerzy Cislo zalicza ,44” po raz trzeci
i zostaje dwudziestym siédmym
Weteranem Klubu 44 M.

483. Rozwazana zmienna losowa gdzie
X = liczba wykonanych rzutéw = d — d 2 21 — 22
o h : f(x)zzmxm_lz_zxmzw( & ): T -z
przyjmuje warto$¢ n+2 (dla n > 0) wtedy i tylko wtedy, J dz A dz\l-—=z (1—=x)2
m= m=

gdy w ostatnim rzucie byta reszka, w przedostatnim orzel,

a wezeniej zaszlo zdarzenie dla z € (—1;1). Podstawiajac * = a, £ = 3 otrzymujemy

z poprzedniej réwnosci wynik: E(X) = 6.
An: wykonano n rzutéw i orty wystepowaty

tylko w blokach dlugosci parzystej. 484. Oznaczmy : i
" = I : =
Zatem P(X = n+2) = 3pn, gdzie p, = P(A4,). 5 = Zzi’ By Zmlz
Zdarzenie A, jest sumg nastepujacych dwoch roztacznych i=1 i=1
zdarzen: Mamy dowie$é, ze s, = t,. Przeksztalcamy réznice
zaszlo zdarzenie A,_1, potem byta reszka; tm = In-1:
zaszlo zdarzenie A, _2, potem byly dwa orty. b il me < anzi = 20 (Sm — Sn_1) <
Stad wynika zalezno$é rekurencyjna i=n i=n
1 1 SZn(n = sn-1);
Dn = zPn-1 + ~Pn—-2 .z v . " 5
2 4 skorzystaliSmy z zaltozenia, ze s,, <n. Stad otrzymujemy
z oczywistymi warunkami poczgtkowymi By — e iy — Bt — Bl = By} =
1
po=1 pm =3 = (8p—1+2Zn) —tn—1 — ZTn(n — Sn_1) =

Stosujac zwykly algorytm rozwiazywania réwnan

= n—1— —1)zn —th-1=
rekurencyjnych (lub zauwazajac, ze (2"p,) jest ciagiem o+ Mt = [a—Tip g

Fibonacciego), znajdujemy wzér jawny n-1
_ Y =gty 1+5 1-5 =Y ((@n+zi —an —af) =
Pn——\/—5—7 QZT’ ﬁ=T< =1
Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej X jest réwna L
= 11 f(@) = £(8) =2 B —ml—m] 0
E(X)=Z(n+2)'zpn=szpmw:T, =1
n=0 m=2 Zatem dowodzona nieréwnos¢ s, > t,, istotnie zachodzi.
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Zadania z fizyki nr 384, 385
Redaguje Jerzy B. BROJAN

384. Na podstawie nastepujacych danych:

a) promien orbity Ksiezyca wokét Ziemi Ry = 380000 km,

b) promien Ziemi r = 6400 km,

¢) przyspieszenie ziemskie g i dlugo$¢ roku (powszechnie znane. . . ),

oraz wiedzac, ze plywy wywolywane przez Ksiezyc sa okoto dwoch razy wyzsze
od wywolywanych przez Stonce, oceni¢ przyblizong warto$¢ stosunku masy
Ksiezyca do masy Ziemi.

Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 XII 2004

385. Powierzchnia bardzo dlugiego walca o promieniu » = 1 cm wysyla $wiatlo.
W odlegtosci d = 10 ecm od konca walca znajduje sie przestona z kolowym
R otworem o promieniu R = 3 cm, przy czym os walca przechodzi przez srodek
otworu prostopadle do przestony (rys.). Jaka powinna by¢ ogniskowa f soczewki
wypelniajacej otwor, aby jasny krag na ekranie odleglym o D = 15 cm od
przeslony byl jak najmniejszy?

e

7

o Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2004

Przypominamy tre$¢ zadan:

380. Dwie kulki upuszczono w odstepi

Czotéwka ligi zadaniowej to jak wybrac t, aby gérna kulka wznio
Klub 44 F ) po pierwszy1 l

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
374 (WT =1,57) 1 375 (WT = 1,82) ) po trzecim zderzeniu z dolna kulka
z numeru 3/2004 laka m 1al ysoko$¢ moze osig

31,47
— Bolestawiec 28,36

Tomasz Rudny — Warszawa

Andrzej Idzik

Jacek Piotrowski — Rzeszow 22,20 i m 11% 1 wyt el prze i Zakladaja
Tomasz Wietecha — Tarnéw 19,44 w okresie powstawania Ziemi ter wtura byla tak w helow« Vi ICi€
Jerzy Witkowski — Radlin 13,12 w przestrzen kosm 13) i wiedzac, ze obecnie stosunek liczby ator \r 1 i li
Piotr Kumor — Olsztyn 11,01 wtomoéw °K wynosi 0.9, ocenié wiek Zien

380. a) Zderzenie nastapi po odbiciu dolnej kulki od
podtoza. Oznaczmy wysoko$¢ miejsca zderzenia przez h',
a masy kulek przez m (gérna) i M (dolna). Tuz przed
zderzeniem gérna kulka porusza sie z predkoscig

u=/2g(h - )

w dol, a dolna — z ta sama (co do wartosci bezwzglednej)
predkoscia u do gory. Stosujac do zderzenia zasady
zachowania pedu i energii wyznaczamy predkosé gérnej kulki
po zderzeniu — jest ona skierowana w gore i rowna

. -l
T M4+m’
a stad maksymalne wzniesienie tej kulki wynosi
3M —m)\?
hn = B (——) h—h).
* M+m ( )

Dla m < M maksymalna warto$¢ h,, jest osiagana
wtedy, gdy zderzenie kulek nastapi jak najnizej (b = 0).
Oznacza to, ze t powinno by¢ jak najmniejsze. Przy
podanych wartosciach liczbowych M i m wyliczamy

hmax = 1,830 h.

b) Po sprawdzeniu wszystkich mozliwosci okazuje si¢, ze
najkorzystniej jest wybra¢ ¢ nieznacznie mniejsze od

2v/2h/g,

tak ze pierwsze zderzenie nastapi tuz po puszczeniu goérnej
kulki, a drugie — tuz po odbiciu dolnej kulki od podioza.
Wtedy drugie zderzenie bedzie identyczne z opisanym

w punkcie a), a maksymalna wysoko$¢ wzniesienia gornej
kulki bedzie réwna wartosci poprzednio wyliczone;j.
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¢) Analiza numeryczna wskazuje, ze najkorzystniejszy jest

wybor
t = 0,047435/h/g.

Wtedy po pierwszym zderzeniu kulek nastepuje dwukrotne
odbicie dolnej od podtoza, po czym drugie zderzenie
nastepuje tuz przed spadkiem dolnej kulki, na bardzo malej
wysokosci. W ciggu bardzo krétkiego czasu nastapi odbicie
dolnej kulki i trzecie zderzenie, po ktérym gérna kulka
wzniesie si¢ na wysokosé 2,353 h.
Dla dowolnej liczby zderzen eksperymenty komputerowe
wykazuja, ze energia gornej kulki moze osiagnac¢ wartosc
dowolnie bliska gérnej granicy, odpowiadajacej stanowi
spoczynku dolnej kulki. Maksymalna wysoko$é gérnej
wyniesie wtedy

M+m

h = 2,429 h.

(Jesli Czytelnicy pragna sie o tym przekona¢, proponujemy
wybraé t = 0,21/h/g i zobaczy¢, co si¢ stanie po okoto 40
i po okoto 230 odbiciach i zderzeniach).

381. Jesli poczatkowy liczbe atoméw *°K oznaczymy
przez Np, czas polowicznego rozpadu przez T}z,
a wiek Ziemi przez T, to obecnie pozostato
No - 27 T/T1/2 atoméw *°K. Liczba powstalych jader °Ar
wynosi
0,11No(1 — 27 T/T/2),

a rozwigzujac rownanie

0,11-(1—2"T/M2) =0,9.277/Ms2,
znajdujemy

T =3,2Ty/; ~ 4 mld lat.



