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Rozwigzanie zadania M 1073.
Niech ABCD bedzie danym trapezem
(o podstawach AB > CD), a punkt O
— érodkiem okregu opisanego na tym
trapezie. Wéwczas trojkat BOC jest
réwnoboczny, a zatem

1
L BAC = 5{300 = B0F.

Zadanie sprowadza si¢ wigc do
wyznaczenia pola trapezu ABCD, znajac
dtugosé przekatnej d oraz wiedzac, ze

¥ BAC = 30°.

Niech K i L beda odpowiednio rzutami
prostokatnymi punktéw C i A na proste
AB i CD. Wéwczas pole trapezu ABCD
jest réwne polu prostokata AKC L, ktére
wynosi % V3 d2,
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Obserwowatem niedawno prace kasjerki, ktéra przesuwajac szybkim ruchem
towar pod czytnikiem, btyskawicznie podsumowata monstrualne zakupy mojego
sasiada. Uéwiadomitem sobie, ze jeszcze pare lat temu musiataby recznie
wpisywaé nazwe towaru wraz z cena, co oczywiscie trwatoby o wiele diuzej.
Czlowiekiem, ktéry dokonal gigantycznej rewolucji w obrocie towarowym

na calym $wiecie byl George J. Laurer.

George J. Laurer — potomek niemieckich emigrantéw, wtascicieli browaru w Binghampton w stanie
Nowy Jork. Byl pracownikiem koncernu IBM, gdzie wyréznil si¢ autorstwem wielu wynalazkéw.

W maju 1973 zaakceptowano jego projekt, nazwany UPC (Universal Product
Code). Kazdy produkt opisany by} 11-cyfrowym kodem, zakoficzonym
dodatkows cyfra. Po pewnym czasie dopisano na poczatku kodu jeszcze

jedna cyfre — kod kraju. Dzieki temu kod UPC, nazwany w Europie EAN-13
(European Article Number), rozpoczal swoj triumfalny pochéd przez swiat.
Historia zanotowala nawet pierwsza transakcje z uzyciem kodu UPC i czytnika. Towarem, podobno
wyciagnietym losowo z kosza 26 lipca 1974 roku, bylo opakowanie zawierajace 10 sztuk owocowej

gumy do zucia Wrigley's Juicy Fruit. Historyczne opakowanie gumy uwidoczniono na specjalnej
planszy w Smithsonian Institution’s National Museum of American History.

Szybko przettumaczono kod cyfrowy na zapis paskowy, aby mozna bylo
wykorzystaé istniejace czytniki optyczne. Dodatkowa, ostatnia cyfra kodu
zostala wprowadzona po to, aby system sam wykrywal najczesciej popeiniane
bledy.

Z badan statystycznych wynika, ze okolo 80 procent popetnianych bledéw to
zamiana jednej cyfry na inna (np. czesta zamiana 3 i 8). Dziesie¢ procent bledow
to z kolei przestawienie dwéch sasiadujacych cyfr (w Polsce nazywane czeskim
bledem). Dobry system zabezpieczajacy kod winien zatem przede wszystkim
wykrywaé te najczesciej wystepujace bledy. Cyfra kontrolna, wprowadzona przez
Laurera w kodzie EAN-13, zostala tak wybrana, aby liczba

a13 +3a12 + a1 + ... +3a2 + a1

byla wielokrotnoécig liczby 10. Kod kreskowy Delty spetnia ten warunek:
94+3-7+74+3-04+1+3-3+7+3-3+0+3-04+0+3-0+7=70.

Kod EAN-n zawierajacy n-cyfrowe stowo kodowe an,an_1,...,a2,a1 jest
szczegdlnym przyktadem tzw. kodu liniowego modulo p. Ostatnia cyfra takiego
kodu jest cyfra kontrolng, a jej warto$¢ jest ustalana tak, by wyrazenie

WnOp + Wn—10n—1 + ... + Waag + wia1
dawalo reszte r z dzielenia przez p dla odpowiednio ustalonych wspétczynnikéw
wagowych w1, wy, . . ., w,. Kody liniowe modulo p spotykamy na kazdym kroku.

Dla kodu EAN-13 mamy: n = 13, p = 10, r = 0. Wspoétczynniki wagowe sg tu réwne 1 dla wyrazéw
nieparzystych i 3 dla parzystych.

Identyfikacje czasopisma umozliwia kod ISSN (International Standard Serial
Number) — oémiocyfrowy kod liniowy modulo 11 z wagami 1,2, 3, 4,5, 6,7,8 oraz
r = 0. Cyfra kontrolna czasami ma warto$¢ 10 — jest wowczas kodowana jako X.
Kod ISSN jest zawsze tlumaczony na kod EAN-13 — pierwsze 3 cyfry z lewej
(prefiks) to symbol czasopism 977, do nich dotaczanych jest 7 cyfr poczatkowych
stowa kodu ISSN uzupelnione na koficu dwoma zerami. Na przyktad, kodem
ISSN dla Delty jest 0137-3005 (sprawdz, ze cyfra kontrolna jest poprawna).

W systemie EAN-13 ma on postaé¢ 977 0137300 00 7 — tutaj ostatnia cyfra
kontrolna jest wyznaczona wedlug reguty kodowania EAN-13.

Odpowiednikiem kodu ISSN dla ksiazek jest kod ISBN (International Standard
Book Number). ISBN jest dziesieciocyfrowym kodem liniowym modulo 11

z wagami 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 oraz r = 0. Cyfra kontrolna réwna 10 jest
kodowana jako X. ISBN zbudowany jest z trzech czesci. Pierwsza oznacza jezyk
albo kraj pochodzenia. Druga cze$¢ oznacza wydawce, a trzecia numer ksigzki.

4




=

Rozwigzanie zadania M 1074.

Niech O; i Oz beda odpowiednio
$rodkami okregéw oy i 0. Niech
ponadto E bedzie punktem stycznosci
danych okregéw, a punkt M — érodkiem
odcinka BD.

B

A

Woéwczas
AD + BC =201 M + 202 M >
>2010, = 20, E +20,E=AB+CD.

W zwiazku z wejsciem Polski do Unii
Europejskiej, byliémy $wiadkami
ozywionej dyskusji o systemie IACS
(Integrated Animal Counting System).
W systemie IACS zwierzgta sa
zaopatrzone w kolczyki z informacjami:
symbol kraju (PL), znak graficzny
Agencji Restrukturyzacji i Modernizacji
Rolnictwa, kod cyfrowy skladajacy sig

z numeru w serii (dwie cyfry), numeru
zwierzecia (9 cyfr) i cyfry kontrolnej.
Kolczyk ma tzw. czesé zenska i meska.
Czeéé zenska zawiera wszystkie informacje
wraz z kodem kreskowym czeéci cyfrowej
(na rysunku kod cyfrowy jest postaci

00 501093711 7).

czesé zenska

czesé meska

00 50109
KR EIRE A 0D

1

Zdecydowano, po wielu perturbacjach,
aby cyfra kontrolna kodu wyznaczona
byla w standardzie EAN-12. (ARIMR
w przetargu na dostawe kolczykéow
zapomniala dopisaé¢, w jaki sposéb ma
by¢ liczona cyfra kontrolna. Trzech
zwyciezcéw przetargu w rézny sposéb,
niektérzy bardzo skomplikowanie,
kodowali informacje, co uniemozliwialo
stworzenie jednolitej bazy danych.
Bilad ten poprawiono dopiero po pewnym
czasie.)

Kody kreskowe wystepujace na ksiazkach to zakodowany numer ISBN

w standardzie EAN-13. Prefiksem symbolizujacym ksigzki jest 978. Kolejne

9 cyfr stanowi poczatkowe cyfry kodu ISBN. Cyfra kontrolna jest wyznaczona
wedtug reguty kodowania EAN-13.

Ksiazki polskie maja symbol 83, ksigzki w jezyku angielskim symbol 0 lub 1, francuskim — 2,
niemieckim — 3. Jeden z dtuzszych kodéw ma Andora — 99913.

Kazdy obywatel Polski ma nadany kod PESEL. Jest to 11-cyfrowy kod liniowy
modulo 10 z wagami 1,3,1,9,7,3,1,9,7,3,1 oraz r = 0. Kodami liniowymi

s réwniez NIP (Numer Identyfikacji Podatkowej) oraz REGON (Rejestr
Gospodarki Narodowej).

Kod PESEL sklada sie z 11 cyfr. Pierwszych szeé¢ to data urodzenia w uktadzie rr-mm-dd. Jezeli
dana osoba nie urodzita si¢ w XX wieku, to zaszyfrowane jest to w kodzie miesigca. Dla oséb
urodzonych w XIX wieku oznaczenie miesigca zwieksza sig o 80 (styczen — 81, luty — 82, ...,
grudzien — 92). Dla oséb, ktére urodza si¢ w XXI wieku, liczba miesigca bedzie powigkszona o 20;
(styczen — 21, luty — 22, ..., grudzien — 32) itd. Kolejne cztery cyfry stuza do rozréznienia ludzi
urodzonych tego samego dnia. Czwarta z nich dodatkowo oznacza pleé: nieparzysta — mezczyzng,
parzysta — kobiete. Ostatnia cyfra kodu jest cyfra kontrolng.

Wagi i podstawa modulo NIPu oraz REGONu kodéw sa tajne i nalezy zwrécié sig do GUSu z prosba
o ich udostepnienie. Dociekliwi internauci doéwiadczalnie, prébujac rézne wagi i podstawy modulo
dla poprawnych kodéw (w koficu jest to uklad réwnan z kilkoma niewiadomymi) juz dawno odstonili,
zreszta nieskomplikowane, reguty tworzenia tych kodéw.

Prawdopodobienstwo niewykrycia btedu zamiany
w kodzie liniowym

Przypuéémy, ze j-ta cyfra w kodzie liniowym zostala zastapiona przez cyfre =
i nie zostalo to wykryte. Oznacza to, ze wyrazenie

Wnln + ...+ Wjp10541 + W;T + Wj—105-1 - - - + wiay
ma reszte r przy dzieleniu przez p, taka sama jak wyrazenie

Wplp + .o+ Wit1G541 +wja; + Wj—105-1- .- + wiasg.
Wynika stad, Ze przez p podzielna jest roznica napisanych wyzej liczb, tzn.
liczba w;(x — a;). Jedli jednak w; nie ma z p wspélnego dzielnika wigkszego od 1
(tak jest w kodzie EAN, gdzie w; = 3 albo w; = 1, a p = 10), to przez p dzieli¢
sie musi liczba (z — a;). Ale to nie jest mozliwe, bo liczba |z — a;|, jako réznica
dwoch cyfr, jest mniejsza od liczby 10. Widzimy wiec, ze kody typu EAN zawsze

wykrywaja blad zamiany cyfry. Podobnie uzasadniamy, ze kod PESEL oraz kody
ISSN i ISBN wykrywaja taki blad.

Prawdopodobienstwo niewykrycia btedu przestawienia
w kodzie liniowym

Przypuéémy, ze j-ta cyfra w kodzie linjowym zostala zamieniona miejscami
z j + 1-sza cyfra i nie zostalo to wykryte. Oznacza to, ze wyrazenie

Wnlp + ...+ W10 + W41 +wWj—105-1 ... + wia;
ma reszte r przy dzieleniu przez p, taka sama jak wyrazenie

Wrln + ..+ Wjt10541 + wja; + Wi—-105-1--- —+ wyaj.
Wynika stad, ze przez p podzielna jest roznica napisanych wyzej liczb, tzn.
liczba (w; — wjt1)(aj+1 — a;). Dla kodéw ISSN i ISBN jest to niemozliwe,
gdyz ktérys z czynnikéw iloczynéw musiatby byé¢ podzielny przez 11, ale obie
réznice sg co do wartoéci bezwzglednej mniejsze od 11. Tak wiec kody ISSN
i ISBN wykrywaja btad przestawienia. Dla kodéw EAN juz tak nie jest.
Warunek podzielnoéci przez p iloczynu (w; — wjz1)(a;+1 — a;) jest dla tego
kodu réwnowazny podzielnoéci przez 10 iloczynu 2(a;11 — a;). Oznacza to,
ze kody EAN nie wykrywaja zamiany sasiednich cyfr réznigcych si¢ o 5.
Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi 0,1.
Prawdopodobiefistwo wyboru okreslonego miejsca na zamiang wynosi 1/(n — 1), prawdopodobienstwo
tego, ze na tym miejscu bedg rézne cyfry wynosi 0,9, a prawdopodobiefistwo warunkowe tego, ze

rézne cyfry na wybranym miejscu réznig sig o 5, jest réwne 1/9. Ze wzoru na prawdopodobiefistwo
catkowite otrzymamy wynik 0,1.

Polecamy Czytelnikom sprawdzenie, jak to jest w kodzie PESEL.
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Karty kredytowe

Karty kredytowe (VISA, VISA Electron, Master
Card, American Express itp.) sa kodowane w sposéb
bardzo zblizony do kodu liniowego. Metoda kodowania,
zwana wzorem Luhna, zostala opracowana przez grono
matematykéw w 1960 r. W metodzie tej uzywa sie
wspolezynnikéw wagowych, réwnych 1 dla wyrazéw
nieparzystych i 2 dla parzystych. Karta kredytowa jest
poprawnie zakodowana, jesli suma

WnpOQp + ... +wWe0ag +wy 0ay
jest podzielna przez 10, przy czym w powyZszyIn Wzorze
znak o oznacza iloczyn zmodyfikowany, okreslony
nastepujaco: x o y jest réwne sumie cyfr zwyktego
iloczynu zy. Na przyklad zmodyfikowany iloczyn 2 i 5
(205) jest réwny 1 (bo 2-5=10, 1+ 0 = 1). Podobnie
1o5=5,209=0.

Czy pierwszych 16 cyfr rozwiniecia liczby :
3141592653589793 moze byé numerem karty
kredytowej? Cigg zmodyfikowanych iloczynéw ma
postaé¢ 6181194613189793. Nie jest to poprawny numer
karty kredytowej, gdyz ostatnia cyfra kontrolna powinna
mie¢ wartosé 6 (dlaczego?).

Wzér Luhna pozwala bezbtednie wykry¢ blad zamiany.
Przypus$émy, ze blad w pozycji j moze nie by¢ wykryty.
Wtedy sumy

WpOGn + ... +twjo0a; +...+wy0a;

WpOGn+ ... +twj0ox+...+wioa;

sa podzielne przez 10 oraz = # a;. Z tych warunkéw
wynika, ze rdznica
wWj o a; — Wy ox
jest podzielna przez 10, a tym samym
wj o T = Wj ° aj.

Latwo sprawdzié, ze nie istnieja cyfry  # a; spelniajace
ten warunek, co stanowi sprzecznosc.
Czy system kodowania wykryje przestawienie dwoch
kolejnych, réznych cyfr w numerze karty kredytowej?
Numer karty, dla ktérego system nie wykryltby bledu
przy zamianie j-tej i j+1-szej cyfry, musialby spetniac¢
warunek: liczby

Wp Olp + ... +W; 005 +Wj+10541 +...+wioaq

wnoan+...+wjoaj+1+wj+1aj+...+wloa1
bytyby podzielne przez 10. Réznica tych liczb, réwna

W;j © @5 + Wj+18541 — W5 © Aj+1 — Wj+144
powinna tez by¢ podzielna przez 10. Z doktadnoscia
do znaku réznica ta wymnosi
20 aj — (lj - (2 o a’j+1 — aj+1)'

Liczba ta jest podzielna przez 10 wylacznie wtedy, gdy
aj oraz a;1 s liczbami 0 lub 9. Prawdopodobienstwo

tego btedu, obliczone podobnie jak dla kodu EAN,
wynosi 0,018.

Redaguje Mikotaj KORZYNSKI

F 627. Obliczyé opér zastepczy miedzy dowolnymi dwoma sposrod n
kontaktéw, polaczonych kazdy z kazdym opornikami o oporze R.
Rozwiazanie na str. 16

F 628. Wewnatrz natadowanej réwnomiernie sfery o ladunku catkowitym Q

i promieniu R znajduje sie metalowa kula o promieniu % Jaki musi by¢
ladunek elektryczny g metalowej kuli, aby przy braku innych oddziatywan sfera
pozostawala nieruchoma?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE
M 1072. W pewnym turnieju kazda druzyna rozegrata z kazda doktadnie

jeden mecz i nie zanotowano remisu. Udowodni¢, ze jezeli pewne dwie druzyny
wygraly taka sama liczbe meczéw, to istnieja takie trzy druzyny A, B, C, ze A
wygrala z B, B wygrala z C oraz C wygrala z A.

Rozwiazanie na str. 3

M 1073. Promien okregu opisanego na trapezie réwnoramiennym jest réwny
dlugoéci ramienia tego trapezu. Znajac dlugosé d przekatnej trapezu, wyznaczy¢
pole trapezu (rys. 1).

Rozwiazanie na str. 4

M 1074. Okregi oy i 0 sa styczne zewnetrznie. Odcinek AB jest srednicg
okregu o;; odcinek C'D jest $rednicg okregu oy (rys. 2). Wykazaé, ze
AD+ BC > AB+CD.

Rys. 2

Rozwiazanie na str. 5
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