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Sporo juz czasu mineto od przedstawienia Czytelnikom podstaw rachunkéw
interwalowych (Delta 9 (232), str. 4-6, 1993), zaczniemy wiec od ich
przypomnienia. Zostaty one wymys$lone przede wszystkim dlatego, ze — jak

wiadomo

- nie do konica mozna polega¢ na wynikach obliczen wykonywanych za

pomoca komputera. Dzieje si¢ tak z kilku powodéw, z ktérych wymienimy dwa:

e kazdy wspoélczesny komputer postuguje sie skonczonymi przedstawieniami
dwéjkowymi potrzebnych liczb. Oznacza to, ze komputer ,nie zna” takich
liczb, jak V2 czy 7 (bo, jako liczby niewymierne, maja przedstawienia
nieskonczonej dtugosci), ale takze ma klopoty z pospolitymi utamkami, takimi
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jak 15

czy l; Nie jest tez w stanie poprawnie przetwarzaé liczb zbyt duzych
lub zbyt bliskich zera.

Tak naprawde, ten cudowny wynalazek ,zna” jedynie niewielki podzbidr
liczb wymiernych o skonczonej liczbie elementow.

e nawet jedli liczby zostana odwzorowane zupelnie doktadnie, to juz wyniki
dziatan arytmetycznych, zwlaszcza dzielenia, ale niekiedy takze zwyklego
dodawania, bedg musialy by¢ jako$ zaokraglone.

Nietrudno sobie wyobrazié¢, ze po diugim cyklu

obliczen koncowy wynik moze znacznie odbiegaé¢ od
prawdziwego. Kiedy w gre wchodzi bezpieczenstwo ludzi
albo sprzet o ogromnej wartodci — wyniki ,,mniej wigcej
dobre” nie moga by¢ akceptowane. Nawet jesli nie sa
one doktadne, to przynajmniej powinnismy wiedzie¢,

w jakim przedziale mieszcza sie prawdziwe wartoSci.

Koniecznos$é¢ operowania wielkosciami znanymi niedoktadnie
zainspirowala m.in. polskiego matematyka Mieczystawa Warmusa,
ktéry w r. 1956 opublikowal swoje pierwsze prace na ten temat.

Za ojca rachunkéw interwalowych uznajemy obecnie Raymonda E.

Moore’a, ktéry w swojej rozprawie doktorskiej (1962), a p6zniej
w formie ksigzkowej podsumowal swoje wczeéniejsze badania

w tej dziedzinie. Nic nowego pod sloricem, powiedza ci, ktérzy
wiedzg, ze o wiele wczesniej Archimedes z Syrakuz pokazal, ze

3% Lmr 3%, oraz podal sposéb ulepszania tego oszacowania.

Nie byloby jednak tego artykulu, gdyby rola rachunkéw
przedzialowych ograniczata sie do gwarantowanych
oszacowan wynikéw obliczenn komputerowych.

Podstawowe przepisy

Bedziemy odtad oznaczaé liczby znane niedokladnie
ttustym drukiem: x := [z, 7], gdzie z oraz T sa liczbami
rzeczywistymi, takimi ze zachodzi podwéjna nieréwnosé
z < x < T. Obiekt x jest zatem odcinkiem, ktéry z calg
pewnoscig zawiera nasza blizej nieznana liczbe z.

Zauwazmy przy okazji, ze zwyczajne liczby rzeczywiste mozna
utozsamié z interwalami cienkimzi, tj. majacymi postaé:
T =z = [Tym).

Na poczatek potrzebne nam beda przepisy

na wykonywanie czterech podstawowych dzialan

na takich obiektach. Oczywistym wymaganiem jest to,
aby wynik takiego dziatania, sam bedacy przedziatem,
2 calg pewnoscig zawieral wynik prawdziwy.
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Okreélamy zatem

(1) m+y=[g+g,§+’y‘],

(2) z—y=[z-7,T-y,

(3) z-y=[min(z-y, -7, T-y, T-7)
max (z-y, -5, T Y, T-7)].

Przepis na dzielenie otrzymujemy, zamieniajac

w przepisie na mnozenie znak ,-” na znak dzielenia ,,/”
oraz pamigtajac, zeby interwal y, ten w mianowniku,
nie zawieral zera. Mozna si¢ przekonac, ze tak
otrzymane wyniki sa ciasne (dokladne?), w tym sensie,
ze zawieraja wszystkie mozliwe wyniki obliczen, dla
dowolnych z € x oraz y € y, a jednoczesnie tylko te
wyniki — nic tu nie da sie ulepszy¢.

Pracujac z komputerem powinnismy do powyzszych przepisow
dodaé jeszcze jedna, zelazna regule: kazdy wynik posredni, oraz
koncowy, trzeba koniecznie zaokrggla¢ na zewngtrz — to znaczy
lewy kraniec wyniku w dé}, a prawy — w gére. Jedynie tym
sposobem uzyskamy gwarancje poprawnego wyniku, niezaleznie
od wspomnianych wczesniej niedostatkéw arytmetyki komputera.

Niewgtpliwie Czytelnik bedzie zaskoczony faktem,
ze cho¢ dodawanie i mnozenie sa, jak nalezy, taczne
i przemienne, to jednak prawo rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania nie zawsze jest spelnione. Zawsze
natomiast mamy:

z-(y+2) Cxz-y+x-z
Wyposazeni w podstawowe umiejetnosci bedziemy
odtad potrafili oblicza¢ wartosci wszelkich wyrazen
wymiernych. Jak jednak pokazuje ostatni przyklad,
nasz wynik koficowy ma prawo, przynajmniej od
czasu do czasu, by¢ ,zbyt szeroki”. Mozemy si¢
spodziewaé tego niepozadanego efektu zawsze wtedy,
gdy w obliczanym wyrazeniu przynajmniej jedna
zmienna pojawia sie wigcej niz jeden raz albo w potedze
innej niz pierwsza.



Funkcje interwatowe

Wprawdzie cztery dzialania arytmetyczne powinny nam
wystarczy¢ do wielu zastosowan, ale tak naprawde to
chcielibysmy czegos wiecej. Chceieliby$my umieé rzetelnie
odpowiadaé¢ na pytania w rodzaju: jesli x jest dowolnie
wybrang liczbg z pewnego ustalonego przedzialu x,

to w jakim przedziale jest x*? albo log x 2. Okazuje

si¢, ze konstrukcja funkcji, ktére bylyby Scistymi
odpowiednikami zwyklych funkcji rzeczywistych,

tyle ze okreslonymi na zbiorze interwaléw (funkcje

takie nazywane sa po angielsku range functions, czyli
funkcje-zakresy), bywa nielatwym zadaniem, nawet dla
wielomianéw. Nietatwym, gdyz opisujace je wyrazenia
niekoniecznie dadza si¢ przedstawié jako funkcje samych
tylko krancéw interwalowych argumentéw. Jedynym
wyjatkiem sa funkcje monotoniczne (czyli wszedzie
rosnace albo wszedzie malejace) wzgledem kazdej
zmienne;j.
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Fragmenty obwoluty interwaltowej funkeji narysowanej kolorem.

Cho¢ nie mamy pewnosdci, jak przebiega jej wykres. to jednak mozemy
twierdzi¢. ze na pewno nie ma ona minimum w obszarach z numerami
1,2, 3, 121 13. Linia przerywana przebiega po gornej granicy obwoluty
wyliczonej dla obszaru z numerem 7.

Z konieczno$ci musimy sie wiec postugiwaé innymi
funkcjami, latwiejszymi do skonstruowania i obliczen,
ktére nazwiemy obwolutami interwalowymi

(ang. interval enclosures) funkcji-zakreséw.

W tym <jednakze przypadku musimy sie pogodzié

z nieuchronnymi nadmiarami, wynikami o zawyzonej
szerokosci. Nawet w tak trudnych warunkach bardzo
czesto uda nam sie uzyskaé wartosciowe wyniki,

chocby czeéciowe, jak to mozna przesledzi¢ na rysunku.
Widzimy tam wlasnie taka niedoskonalyg obwolute,
dzigki ktérej mozemy sie podjaé¢ zadania wykrycia, gdzie
oryginalna funkcja osiaga warto$é najmniejsza.

Pomocne nam beda przede wszystkim interwalowe
odpowiedniki zwyktych funkeji, ktére nosza nazwe
monotonicznie inkluzywnych. Sa to obwoluty
interwalowe o nieslychanie cennej wlasciwosci. Méwiac
obrazowo, generuja one tym mniejsze nadmiary
wynikéw, im wezsze sa ich argumenty. W granicznym
przypadku, kiedy z = T (interwal zdegenerowany,
czyli punktowy, innymi slowy najzwyklejsza liczba,
rzeczywista), nadmiar ten jest dokladnie réwny zeru
(w komputerze: z dokladnoscia do zaokraglen). Dobra
wiadomosé jest taka, ze wyrazenia obliczane wedtug
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podanych przepiséw sa dobrymi, monotonicznie
inkluzywnymi obwolutami interwalowymi wyrazen

i funkeji rzeczywistych, ktore zastepuja. Oj, przydataby
sie obwoluta o takich wlasciwosciach do rozwiazania
zadania zilustrowanego rysunkiem. Latwo mozna

by wtedy zaweza¢ granice, w ktérych ,siedzi” nasze
rozwigzanie, gdyz obszar opisany numerami od 4

do 11 wydaje sie niewiele mniejszy niz ten, od ktérego
rozpoczelismy.

Algorytmy interwalowe

Przyklad rysunkowy jest typowy dla przedzialowych
metod rozwigzywania rozmaitych probleméw. Ich
charakterystyczna cecha jest podzial podejrzanego
obszaru na mniejsze czesci, z ktérych te na pewno
whiedobre™ zostaja sukcesywnie eliminowane. Te,

o ktérych nie potrafimy powiedzieé, czy sa dobre czy
nie, musza by¢ rozdrobnione jeszcze bardziej, i tak az
do skutku. A zatem, jesli rozwiazanie w ogdle istnieje,
to musi by¢ elementem zbioru obszaréw jeszcze nie
przebadanych, nigdzie indziej.

Po co to wszystko fizykom albo
inzynierom?

Zacznijmy od potrzeb inzynierskich”. Konstruktor
nowego urzadzenia musi sie liczy¢ z tym, ze elementy,

z ktorych ono ma sie sktadaé, produkowane sg

z okreslona dokladnoscia, albo jak kto woli — tolerancja.
Przekonanie sie, czy telewizor zbudowany z podzespoléw
o znanych rozrzutach parametréw rzeczywiscie

bedzie dzialal, wymaga wykonania tzw. analizy
wrazliwo$ci, jeszcze na etapie projektowania. Analiza
interwalowa, w swojej najprostszej wersji, nadaje

si¢ tutaj znakomicie. Otrzymamy wynik obejmujacy
kazdy, nawet najgorszy mozliwy przypadek. Jesli

nasza konstrukcja przejdzie ten test, to wadliwy

wyréb koncowy moze by¢ jedynie efektem wadliwych
podzespoléw (spoza zakresu tolerancji) lub innych
uszkodzen, ktorych zwykle gwarancja nie obejmuje,

np. spowodowanych przez powddz. Standardowa
statystyczna analiza wrazliwosci bada raczej ,.przypadek
przecietny”, co dopuszcza mozliwosé, ze wyréb zlozony
wylacznie z dobrych elementéw nie zadziala jako calosé.

A co dla fizykéw?

Jak dotad — jeszcze niewiele. Pierwsze zastosowania
rachunkéw interwalowych pojawily sie — gdziezby
indziej? — w fizyce doSwiadczalnej. Przydatly sie one

w opisie sit dziatajacych pomiedzy czedciami aparatury
do precyzyjnego wyznaczania stalej grawitacji. Chodzito
o to, ze niektore czesci byly wykonane z mosiadzu,
ktéry jest stopem nie do konca jednorodnym. W obrebie
kilkudziesieciokilogramowego mosie¢znego walca

nalezy sie liczy¢ z lokalnymi odstepstwami gestosci

od wartosci éredniej. Z tego powodu dokladne
wyliczenie sit grawitacyjnych, w tym takze ich kierunku,
wytwarzanych przez taki obiekt, nie moze ograniczy¢ sie



do wykonania kilku catkowan. Rachunki interwatowe
pozwolily ponadto uwzgledni¢ mozliwe odstepstwa
od idealnego ksztaltu walca, spowodowane obrébka
mechaniczna.

Co dalej?

Poprzedni przyktad moze wydaé sie nieco egzotyczny.
Porozmawiajmy zatem o zastosowaniach, ktore,
przynajmniej potencjalnie, sa bardziej uniwersalne.

Czesta w praktyce badawczej jest czynnosé zwana
gwarowo fitowaniem danych. Chodzi o odgadywanie
wartodci parametrow fizycznych, ktérych nie mozna
zmierzy¢ bezpoérednio, ale ktérych wartoéei mozna
wywnioskowaé z innych obserwacji. Mozemy np., nie
posiadajac omomierza, prébowaé ,zmierzy¢” opér
elektryczny poprzez pomiar napiecia na probce podczas
przeplywu przez nia pradu elektrycznego o znanym
natezeniu. Pojedynczy pomiar moze da¢ nam wynik
obarczony znaczna niepewnoscia. Powtarzamy wiec
do$wiadczenie kilkakrotnie, zmieniajac za kazdym
razem natezenie pradu. Otrzymane wyniki mozemy
przedstawié¢ na wykresie. W przypadku przewodnika
metalicznego prostokaty niepewnosci powinny uktadaé
sie na linii prostej, przechodzacej przez poczatek
ukladu wspélrzednych. Mozemy, oczywiscie, znalezé
szukane nachylenie nieznanej linii prostej latwg

metoda ,graficzng”, poprzez odpowiednie przylozenie
linijki. Jednakze liczba polozen, przy ktérych linia
prosta przetnie wszystkie prostokaty niepewnosci,
bedzie zwykle spora. A to oznacza, ze szukany opor
mozna wyznaczy¢ jedynie z ograniczona doktadnosdcia.
Trudno si¢ zdecydowaé, ktore polozenie jest najlepsze.
Rutynowym trikiem jest uzycie metody najmniejszych
kwadratéw, ktora pozwala na wyliczenie szukanego
parametru i jego niepewnosci.

Naiwne podejécie interwalowe sugeruje takie obracanie
linijki wokét punktu (I = 0,U = 0), az znajdziemy dwa
skrajne polozenia: w jednym z nich wszystkie prostokaty
niepewnosci znajda sie powyzej linijki, w drugim

— wszystkie beda ponizej. Ale czy to jest najlepsze
rozwigzanie? Mamy lepszy sposéb: rozpoczynajac od
polozenia, w ktérym linia prosta przecina wszystkie
prostokaty, obracamy linijke najpierw w jedna, a potem
w druga strone, az do momentu, kiedy nie wszystkie
prostokaty beda mialy punkty wspdlne z prébna prosta.
I to sa poprawne granice poszukiwanego rozwigzania.
Widagé, ze ,naciaganie” wynikéw pomiaréw, poprzez
rozmyslne zanizanie niepewnosci pomiarowych, moze
sie skonczy¢ bardzo nieprzyjemnie: moze si¢ okazaé, ze
szukana prosta zwyczajnie nie istnieje.

Juz w przypadku jednej niewiadomej (wspélezynnik
kierunkowy prostej) widzimy, ze otrzymany przedzial
zawiera w sobie poszukiwany wynik, ale takze wiele
innych liczb, ktére nie sa rozwiazaniami naszego
problemu. Przy dwéch niewiadomych wynikiem bedzie
fragment plaszczyzny o ksztalcie prostokata, przy trzech
— fragment przestrzeni tréjwymiarowej o ksztalcie
prostopadloscianu, itd. Waznym zadaniem analizy
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interwalowej jest poszukiwanie takich sposobéw
rozwigzania, aby te obszary byly mozliwie mate.
Obszary, ktérych rozmiaréw nie da sie juz dalej
zmniejszy¢ bez jednoczesnej straty zawartych

w nich rozwigzan, nazywamy naukowo powtokams
interwatowymi zbioréw rozwiazan.

Rozmiary powloki interwatowej sa wobec tego scidle, bez
zadnych przyblizen, zwiazane z niepewnosciami danych
wejsciowych, i w sposéb jednoznaczny ograniczaja od
gory niepewnosci wynikéw.

Sita

Sita metod interwalowych przejawia sie w kilku
miejscach. Po pierwsze, w kazdym kroku prawie
dowolnego algorytmu przedzialowego przetworzeniu
ulega nie jedna, dwie czy n liczb, lecz od razu
nieskonczona ich ilo$¢ — podobnie jak wtedy, gdy
Jrecznie” rozwiazujemy uklad réwnan. Po drugie,
jak dowi6éd! R.E. Moore, mozna wskaza¢ przypadki,
w ktérych wraz z powloka zbioru rozwiazan
jednoczesnie otrzymujemy gwarancje, ze poszukiwane
rozwigzanie znajduje si¢ na pewno w tym zbiorze

i jest w nim jedyne. Inne metody moga nas zwodzi¢,
wskazujac jedynie kandydatéw na rozwiazania,
niekoniecznie prawdziwe rozwigzania.

Niewatpliwym przejawem sily metod przedzialowych
jest mozliwosé rozwiazania probleméw, dla ktérych —
przynajmniej dzi§ — nie znamy innych metod.

Czesciej pewnie spotkamy sie z innym, pozornie
destruktywnym, przejawem mocy algorytmoéw
interwatlowych. W prowadzonych przez autora
badaniach absorpcji mikrofal przez bardzo cienkie
druty zelazne okazalo sie, Ze przypuszczenie, iz — jak sie
wszystkim wydawalo — obserwujemy zwykly rezonans
ferromagnetyczny, jest bledne. Zbiér poszukiwanych
parametréw opisujacych to zjawisko okazal si¢

pusty, mimo drastycznego zawyzenia niepewnosci
pomiarowych. Wynik ten, choé negatywny, okazal sie
nie do podwazenia, wlasnie dlatego, ze zostal uzyskany
metodami interwalowymi. Trzeba bylo poszukaé innego
wyjasnienia, co si¢, na szczedcie, udalo.

Ciag dalszy nastapi?

Doceniajac znaczenie rachunkéw, ktére produkuja
zawsze niezawodne wyniki, amerykanska rzadowa
agencja DARPA, ta sama, dzieki ktorej powstal
internet, przydzielilta w lipcu 2003 r. grant o wartosci
blisko 50 mln dolaréw na kontynuacje prac nad
przyszltym komputerem. Bedzie on 50 razy szybszy

niz najszybsze maszyny wspoélczesne, a obliczenia
bedzie wykonywaé zgodnie z regutami arytmetyki
interwalowej. Firma Sun, beneficjent tego grantu, juz od
lat oferuje kompilatory (fortran, C), ktére ,znaja si¢”
na rachunkach przedziatowych. W niektorych krajach
metody interwalowe sa wykladane studentom wyzszych
lat studiéw. Warto, aby$my i my zapoznali si¢ z tym
poteznym narzedziem.



